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Abstract

New bounds for analogs of incomplete Kloosterman sums are given.
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Работа посвящается светлой памяти Г. И. Архипова.
В работах [1, 2] получены оценки для аналогов неполных сумм Клоостемана

вида

S =
∑
n∈N

exp

(
2πi

an∗ + bn

m

)
,

где m — целое, m > 1, N — некоторая последовательность целых чисел, взаимно
простых с m, число элементов которой меньше m, а запись n∗ означает, что
nn∗ ≡ 0 (mod m).

Приведем результат из [1], где в качестве N рассматривается последова-
тельность произведений простых чисел из заданных интервалов. Здесь и далее
используются следующие обозначения:

e(x) = exp (2πix) , em(x) = exp
(
2πi

x

m

)
.

Теорема 1. Пусть k, l — натуральные числа, a — целое, взаимно простое
с m, X,X1, Y, Y1 — вещественные числа такие, что

k < X < X1 6 2X, k(2X)2k−1 < m,
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l < Y < Y1 6 2Y, l(2Y )2l−1 < m.

Тогда для тригонометрической суммы

S =
∑

X<p6X1

∑
Y <q6Y1

em (ap∗q∗) ,

где суммирование распространяется по простым числам, не являющимся де-
лителями m, справедлива оценка

|S| 6 klXY X−1/(2l)Y −1/(2k)m−1/(2kl),

C помощью модификации метода работы [1] автором получен следующий
результат:

Теорема 2. Пусть k, l — целые положительные числа, k < X, l < Y .
Тогда справедлива оценка

|S| 6 C(k, l)XYX
3k−2l−1

2kl Y
3l−2k−1

2kl m− 1
2kl ,

где C(k,l) зависит только от k и l.

Метод оценки подобных сумм опирается на получение оценок количества
решений симметричных сравнений вида

x1 + · · ·+ xk ≡ y1 + · · ·+ yk (mod m).

В работе [1] используется следующее утверждение:

Теорема 3. Пусть m, k — натуральные числа, m > 1, X,X1 — действи-
тельные числа такие, что

k < X < X1 6 2X, k(2X)2k−1 < m.

Тогда для числа решений сравнения

p∗1 + · · ·+ p∗k ≡ q∗1 + · · ·+ q∗k (mod m),

в простых числах p1, . . . , pk, q1, . . . , qk из промежутка (X,X1] не являющихся
делителями m справедлива оценка

Ik(X) 6 k!Xk.

В работе [3] получена оценка числа решений указанного сравнения без огра-
ничения на X:
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Теорема 4. Пусть m, k — натуральные числа, m > 1, X,X1 — действи-
тельные числа такие, что k < X < X1 6 2X. Тогда для числа решений срав-
нения

p∗1 + · · ·+ p∗k ≡ q∗1 + · · ·+ q∗k (mod m),

в простых числах p1, . . . , pk, q1, . . . , qk из промежутка (X,X1] не являющихся
делителями m справедлива оценка

Ik(X) 6 C(k)
1

m
X3k−1,

где C(k) = k!k22k+2.

Используя последнее утверждение в схеме доказательства из [1] для теоремы
1 получим теорему 2.
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