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Цель данной работы – нахождение справедливой цены барьерного опциона в рамках субординированной модели 

Блэка – Шоулза с субординатором, имеющим бесконечную интенсивность. Производится аппроксимация малых 

скачков субординатора и используется свойство устойчивости броуновского движения c последующим вычислением 

математического ожидания от функции выплаты по опциону методом Монте-Карло. 

В качестве субординатора с бесконечной интенсивностью скачков рассмотрен процесс variance-gamma. 

Проведены численные эксперименты расчета справедливой цены барьерного опциона в субординированной моде-

ли. Дается сравнение результатов работы рассматриваемого метода и классического метода Монте-Карло. От-

мечается преимущество в вычислительной скорости рассматриваемого метода по сравнению с классическим алго-

ритмом Монте-Карло. 

На основе изучения субординации винеровского процесса установлено, что при нахождении вероятности пересе-

чения барьера нет необходимости в полном воспроизведении траектории базового актива. Достаточно моделиро-

вать число скачков, их размеры и одну нормальную случайную величину. 

Выявлена проблема взаимосвязи ошибки аппроксимации субординатора и его интенсивности скачков, влияющей 

на вычислительные затраты при применении метода, рассматриваемого в статье. 

Отмечается, что предложенный подход, опирающийся на свойство устойчивости винеровского процесса, мо-

жет быть распространен на произвольные процессы со свойством устойчивости. 

Полученные результаты могут быть использованы не только в финансовой математике, но и при решении раз-

нообразных задач с наличием случайного процесса в допустимой области, что очень важно при решении задач, свя-

занных с управлением активными системами. 

 
Ключевые слова: процесс Леви, ценообразование опционов, метод Монте-Карло, субординатор, модель со скач-

ками, модель Блэка – Шоулза. 

* Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект № 17-19-01038). 
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The purpose of this work is to find the fair price of a barrier option under the subordinated Balck - Sholes model with infi-

nite activity subordinator, by approximating small jumps of subordinator and reducing the computation of barrier crossing 

probability to solving square inequality, by using stable property of Brownian motion and computing the price of an option 

with Monte Carlo technique. 

Variance gamma process was considered as a subordinate with an infinite intensity of jumps. 

Numerical experiments to calculate the fair price of an barrier option in subordinated model were conducted. 

Results comparison of this method and the classical Monte Carlo method is given. 

The advantage in the computational speed of the method over the classical Monte Carlo algorithm is noted. 

Based on the study of the Wiener process subordination it is established that to find the probability of the barrier crossing, 

there is no need to completely reproduce the whole trajectory of the underlying asset, it is sufficient to simulate only the jump 

sizes and one normal random variable. 

The problem of the relationship between the normal approximation error and intensity of jumps affecting computing costs 

was identified. 

It is noted that the proposed approach, which relies on the stability property of the Wiener process, can be extended to ar-

bitrary processes with the stability property. 

It is concluded that the obtained results can be used not only in financial mathematics, but also in solving various prob-

lems related to the content of a random process in an admissible region, which is very important in solving problems related 

to the management of active systems. 

 
Keywords: Levy process, option pricing, Monte Carlo method, subordinator, model with jumps, Black - Sholes model. 

 

Введение 

 
Устойчивость развития активной системы часто 

связана с поведением случайного процесса, отра-

жающего в определенной степени состояние ак-

тивной системы. К таким процессам относятся, 

например, финансовые временные ряды. Классиче-

ская модель Блэка – Шоулза, основанная на лог-

нормальном распределении стоимости активов, не 

описывает статистические характеристики финан-

совых временных рядов надлежащим образом, так 

как логарифмы доходностей финансовых активов 

не подчиняются нормальному распределению [1, 

2]. Кроме того, исследования финансовых рынков 

указывают на скачки в динамике активов, которые 

не учитывает модель Блэка – Шоулза. 

Предпринято множество попыток построить 

модель, описывающую реальное поведение финан-

совых рынков [3, 4]. Один из вариантов – суборди-

нированная модель, в которой время – случайный 

процесс.  

Один из способов управления рисками – ис-

пользование вспомогательных активов – опционов, 

изучением ценообразования которых в субордини-

рованных моделях занимались многие авторы. 

Хартс [5] использовал субординацию для клас-

сической модели Блэка – Шоулза с устойчивым 

процессом в качестве субординатора. В [6] получе-

на формула цены европейского опциона, но он не 

учитывает возможности разбалансированности ак-

тивной системы, что в определенной степени де-

лают барьерные опционы. 

Цель данной работы – исследование возможно-

стей имитационного моделирования для нахожде-

ния справедливой цены барьерного опциона в рам-

ках субординированной модели Блэка – Шоулза с 

произвольным субординатором. 

Главное достоинство рассматриваемого метода 

заключается в отсутствии необходимости полностью 

воспроизводить траекторию случайного процесса. 

Для нахождения вероятности того, что случайный 

процесс не выйдет из области справедливой цены 

барьерного опциона, достаточно для каждой траекто-

рии моделировать размеры скачков, одну нормаль-

ную и одну пуассоновскую случайные величины. 

 
Субординированная модель 

 
Рассмотрим динамику рискового и безрискового 

активов в рамках модели Блэка – Шоулза: 

))
2

exp((
2

0 tt WtrSS 


 , 

)exp(0 rtBBt  . 

Здесь r, σ – процентная ставка и волатильность 

рискового актива соответственно. 
Субординированная модель определяется ра-

венствами 

))
2

exp((
2

0 tTtt WTrSS 


 ,      (1) 

)exp(0 tt rTBB  , 

где Tt  – субординатор, неубывающий, положитель-

ный, чисто скачкообразный случайный процесс, не 

зависящий от винеровского процесса. Нетрудно убе-

диться в том, что относительно естественной филь-

трации T
t

W
tt FFF   дисконтированный процесс 

))
2

exp(
2

0

0
tTt

t

t WT
B

S

B

S



  является мартингалом. 
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Используя свойство устойчивости броуновского 

движения [7], равенство для цены акции запишем в 

виде 

))
2

exp(( 1

2

0 WTTrSS ttt 


 . 

 

Аппроксимация малых скачков субординатора 

 

Характеристическая экспонента субординатора 

в общем случае имеет вид 

)()1( (u)
0

dxeimu iux  


, 

где m>0 – снос; ν(dx) – мера Леви. 

Зафиксируем некоторое положительное число  

ε > 0 и на интервале (0, ε) разложим функцию e
iux

 в 

ряд Тейлора до первой степени в подынтегральном 

выражении 

)()1( (u) dxeumi iux  




, 

где )(
0

dxxmm 


. 

Обозначим через )(dx




 – интенсивность 

наступления скачков. 

При этом функция распределения размеров 

скачков    





x

jump dyxF )(
1

. 

Замечание. Допустим, что мера Леви абсолют-

но непрерывна по отношению к мере Лебега. Тогда 

для генерации псевдослучайной величины с задан-

ной плотностью можно воспользоваться методом 

Неймана [7].  

Далее мы рассмотрим вычисление вероятности, 

не выхода за барьер рискового актива в субордини-

рованной модели. 

 

Вероятность невыхода за барьер 

 

Очевидно, что неравенство St  B эквивалентно 

bWTTr tt 


 1

2

)
2

( , где b = ln(B/S0). Предполо-

жим сначала, что (r – σ
2
/2) > 0. 

Для субординатора max0⩽t⩽τ Tt = T τ, Tt = mt + 

Zt, неравенство, определяющее, что процесс не 

выйдет за барьер, имеет вид 

),( 1WZm    
где Zt – составной процесс Пуассона, 

)2/(2

)2/(4
)(

2

22
1

2
1

1





r

rbWW
W . 

Следовательно, условная вероятность невыхода 

за барьер в данном случае 

  












mWFBSP Zt
t

2
1

0
max ,   (2) 

где FZτ(x) – функция распределения вероятностей 

случайной величины Zτ. 

Рассмотрим случай (r – σ
2
/2)<0. Приведем 

окончательный результат: 
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2
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2

22
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2
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WWmWF

BSP
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(3) 

 
Метод Монте-Карло для барьерных опционов  

в субординированной модели 

 
Исследуем вопрос нахождения цены барьерного 

опциона в рамках субординированной модели (1). 

В качестве барьерного рассмотрим опцион call типа 

up & out. Проблема его оценки сводится к вычис-

лению математического ожидания 













 
 






 bM
B

KS
EBC 1

)(
0 , 

где 

00
lnmax

S

S
M t

t 
  . 

Индикатор, определяющий, пересек ли базовый 

актив барьер, можно заменить на проверку условия 

(2) или (3) в зависимости от параметров модели. 

Вычисляя данное математическое ожидание ме-

тодом Монте-Карло, можно определить цену барь-

ерного опциона в рассматриваемой модели. 

Алгоритм (метод Монте-Карло для субордини-

рованного процесса) 

1. Генерировать случайную величину W1 ∈ N(0,1). 

2. Проверить условие (2) или (3) в зависимости 

от параметров модели r, σ. Если оно истинно, то 

перейти на шаг 3, иначе – шаг 1. 

3. Генерировать количество скачков на траекто-

рии N  П(λT) и размеры скачков ξτi. 

4. Вычислить функцию выплаты опциона. 

5. Повторить первые пять пунктов необходимое 

количество раз, чтобы вычислить среднее значение 

функционала с желаемой точностью. 
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Используя аппроксимацию малых скачков и 

вышеприведенный алгоритм, можно вычислить 

барьерные опционы в субординированной модели с 

субординатором, имеющим бесконечную актив-

ность скачков. Соответствующие результаты экс-

периментов представлены ниже. 

Вычисление цен барьерных опционов в моделях 

Леви с бесконечной степенью активности скачков 

рассматривалось в статье [8]. 
 

Результаты численных экспериментов 
 

Рассмотрим в качестве субординатора процесс 

variance-gamma, мера Леви которого имеет вид 

  xIxx
x

x x 02

2

2
)

21
exp(

1
)( 














 , 

где   ∈ R, σ, ν >0. 

В статьях [9, 10] используется метод Монте-

Карло для расчета стоимости опционов, где про-

цесс variance-gamma рассматривается в виде гамма-

мостов.  

Проведем 2 эксперимента. 

Зафиксируем параметры:   = 0, σ = 0,1, ν = 1,  

ε = 0,01, S0 =120, K = 50, T =1. В 1-м эксперименте 

дополнительные параметры: r = 0,1, B = 160; во  

2-м – r = 0, B = 130. Получены следующие резуль-

таты метода Монте-Карло: числитель – экспери-

мент № 1, знаменатель – № 2 (табл. 1).  

Отметим, что время вычислений при расчете  

в субординированной модели в этом эксперименте 

возросло из-за наличия дополнительного условия (3). 

 
Таблица 1 

Результаты метода Монте-Карло / The results of the Monte Carlo method 

 
Число итераций 

метода Монте-Карло 

Цена опциона 

в субординированной модели 

Вычислительное 

время, с 

Цена опциона классическим 

методом Монте-Карло 

Вычислительное 

время, с 

5 000 64,0299 

52,4690 

1,27 

2,38 

63,6653 

53,0759 

15,0 

16,94 

10 000 64,1133 

52,0570 

2,50 

4,87 

63,5001 

52,6338 

30,96 

35,08 

25 000 64,1431 

52,1622 

6,39 

13,18 

64,1737 

53,6335 

76,08 

85,39 

50 000 64,0955 

52,0700 

12,74 

24,18 

64,0372 

53,1924 

148,15 

172,11 

 
Эксперимент № 3 

Рассмотрим эксперимент, в котором будем 

увеличивать величину барьера. Цена опциона с 

определенного момента перестает зависеть от ве-

личины барьера и при уменьшении барьера при-

ближается к цене европейского опциона. Данную 

ситуацию иллюстрирует рисунок. 

Зависимость цены опциона от барьера /  

The relationship between option price and barrier 

Эксперимент № 4 

Рассмотрим для числа симуляций, равного  

10 000, эксперимент, в котором будем уменьшать 

аппроксимирующий параметр ε и подсчитывать 

время работы метода Монте-Карло (табл. 2). 

 
Таблица 2 

 
Зависимость вычислительного времени от ε /  

The relationship between computational time and ε 

 

ε λ(ε) Вычислительное время, с Цена опциона 

0,1 0,0974 0,15 52,2497 

0,12 1,4991 1,05 52,0781 

0,13 3,6792 8,24 51,6946 

0,14 5,9691 26,67 51,9193 

0,15 8,2704 41,98 51,7419 

0,16 10,5729 56,82 51,8792 

 
При уменьшении ε увеличивается λ, что приво-

дит к росту вычислительных затрат, связанных с 

увеличением в среднем числа скачков на фиксиро-

ванном временном интервале, а также одновременно 

к двум противоречивым обстоятельствам. Первое – 
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уменьшение погрешности линейной аппроксимации 

малых скачков, второе – рост погрешности метода 

Монте-Карло, что сказывается на результатах, пред-

ставленных в последнем столбце таблицы. В частно-

сти, оптимальное значение ε = 0,001. 
 

Заключение 
 

Задача вычисления стоимости барьерного опци-

она в субординированной модели с субординато-

ром, имеющим бесконечную степень активности, 

решена при помощи аппроксимации малых скачков 

и расчета стоимости финансового обязательства 

модифицированным методом Монте-Карло.  

В качестве процесса субординатора с бесконеч-

ной интенсивностью скачков был рассмотрен про-

цесс variance-gamma. 

Проведены численные эксперименты, позволя-

ющие утверждать преимущество исследуемого ме-

тода над классическим методом Монте-Карло. 

Главное достоинство рассматриваемого метода 

заключается в отсутствии необходимости полно-

стью воспроизводить траекторию случайного про-

цесса. Для нахождения вероятности того, что базо-

вый актив не пересечет барьер, достаточно на каж-

дой траектории моделировать только размеры 

скачков, одну нормальную и одну пуассоновскую 

случайные величины. 

Предложенный подход, опирающийся на свой-

ство устойчивости винеровского процесса, может 

быть распространен на произвольные процессы со 

свойством устойчивости. 

Полученные результаты могут быть использо-

ваны не только при вычислении справедливой це-

ны барьерного опциона, но и при прогнозе устой-

чивого развития активных систем, а также при ре-

шении разнообразных задач, связанных с удержа-

нием случайного процесса в устойчивой области.  
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