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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ðàññìîòðåíî âëèÿíèå

ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû íà ñóáëèìàöèîííûé ðîñò îáëà÷íûõ ëåäÿíûõ ÷àñòèö. Ïðîâåäåíû ÷èñ-

ëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû íà ðîñò îáëà÷íûõ ÷àñòèö

ïðè ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ ìèêðîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Îïðåäåëåíà îáùàÿ çàâèñèìîñòü ðî-

ñòà îáëà÷íûõ ëåäÿíûõ ÷àñòèö îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû. Îáíàðóæåíû

çîíû ïðîÿâëåíèÿ ôðàêòàëüíîãî ýôôåêòà â ïðîöåññå ñóáëèìàöèè ëåäÿíûõ ÷àñòèö.

Abstract

On the basis of di�erential equations of fractional order are considered, the in�uence of fractality

of the environment on the sublimation growth of cloud ice particles. Numerical experiments are

performed to assess the impact of the fractality of the medium on the growth of cloud particles

at di�erent combinations of microphysical parameters. Determined the General dependence of the

growth of cloud ice particles on various parameters of fractality of the environment.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóáëèìàöèÿ, ëåäÿíàÿ ÷àñòèöà, ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü, ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü, îáëàêî.

Key words: sublimation, ice particle, fractal dimension, mathematical model, cloud.

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû èññëåäîâàòåëè, ðàáîòàþùèå â îáëàñòè ôèçèêè îáëàêîâ, ïðîÿâëÿ-
þò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê âîïðîñó ôîðìèðîâàíèÿ è ñòåïåíè âëèÿíèÿ ôðàêòàëüíîñòè
îáëà÷íîé ñðåäû íà ðàçëè÷íûå ãåîïðîöåññû [Iudin è äð. 2003]. Îäíèì èç òàêèõ ïðîöåññîâ
ÿâëÿåòñÿ ñóáëèìàöèîííûé ðîñò ëåäÿíûõ ÷àñòèö, êîòîðûé èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â
âîçíèêíîâåíèè ãðîçîâûõ îáëàêîâ, êîãäà âîäíîñòü îáëà÷íîé ñðåäû âåëèêà è ïðîòåêàåò
ïðîöåññ ïåðåêà÷êè âîäÿíîãî ïàðà ñ îáëà÷íûõ êàïåëåê íà ëåäÿíûå ÷àñòèöû [Ìó÷íèê,
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1974]. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî êðèñòàëëèêè ëüäà èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàñïðîñòðàíåíèè
ñîëíå÷íîé è çåìíîé ðàäèàöèè, êîòîðàÿ îêàçûâàåò áîëüøîå âëèÿíèå íà ïîãîäíûå óñëîâèÿ
è êëèìàò Çåìëè. Ïîýòîìó ïîëó÷åíèå áîëåå ïîëíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ëåäÿíûõ
÷àñòèö ñ èñïîëüçîâàíèåì ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà ïîçâîëèò íàèáîëåå òî÷íî îñóùåñòâèòü
ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ â àòìîñôåðå.

Èññëåäîâàíèåì ñóáëèìàöèîííîãî ðîñòà ëåäÿíûõ ÷àñòèö äëÿ ïîëèäèñïåðñíîãî îáëàêà
çàíèìàëèñü ìíîãèå ó÷åíûå, â ÷èñëå êîòîðûõ Øèôðèí Ê.Ñ., Ïåðåëüìàí À.ß., ðåøåíè-
åì çàäà÷è ïåðåãîíêè âîäÿíîãî ïàðà ñ ëüäèíîê íà ñôåðè÷åñêèå ëåäÿíûå ÷àñòèöû äëÿ
ïîëèäèñïåðñíîãî îáëàêà çàíèìàëñÿ Áóéêîâ Ì.Â., íàä âîïðîñîì êðèñòàëëèçàöèè ïîëè-
äèñïåðñíîãî ïåðåîõëàæäåííîãî îáëàêà áëàãîäàðÿ çàìåðçàíèþ ëüäèíîê ðàáîòàëè Êîëåñ-
íèêîâ À.Ã. è Áåëÿåâ Â.È., èç çàðóáåæíûõ � Ôîëüìåð Ì., Õàóòîí Õ., Ìåéñîí Äæ. è äð.
Âñå ýòè èññëåäîâàíèÿ âåëèñü áåç ó÷åòà ôðàòàëüíîñòè îáëà÷íîé ñðåäû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå îñîáåííîñòåé ñóáëèìàöèîííîãî ðîñòà
îáëà÷íûõ ëåäÿíûõ ÷àñòèö èñõîäÿ èç ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû.

2. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è

Îáëàñòü âîçíèêíîâåíèÿ ëåäÿíûõ ÷àñòèö â îáëà÷íîé ñðåäå çàêëþ÷åíà ìåæäó óïðó-
ãîñòüþ íàñûùåíèÿ íàä âîäîé è óïðóãîñòüþ íàñûùåíèÿ íàä ëüäîì è îïèñàíèå èçìåíå-
íèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ êðèñòàëëîâ âñëåäñòâèå ñóáëèìàöèè âîäÿíîãî ïàðà âåñüìà
çàòðóäíåíî. Ïîýòîìó îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ îïèñàíèåì äèôôóçèîííîãî ðîñòà ìàññû
ëåäÿíîé ÷àñòèöû, èñïîëüçóÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ àíàëîãèþ [Øèøêèí, 1964]. Ñóáëèìà-
öèîííûé ïðîöåññ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâà è ðàçìåðîâ ëüäèíîê.
Â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ íàïðàâëåíèå ïåðåãîíêè âîäÿíîãî ïàðà çàâèñèò îò ðàçìå-
ðîâ ïëîòíîñòåé íàñûùàþùåãî ïàðà íàä ïîâåðõíîñòÿìè ÷àñòèö.

Ðàññìîòðèì ëåäÿíóþ ÷àñòèöó ñôåðè÷åñêîé ôîðìû, ðîñò êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïî óïðîùåííîé ñõåìå â óñëîâèÿõ âîäÿíîãî íàñûùåíèÿ. Âîñïîëüçîâàâøèñü àíàëîãèåé
ìåæäó óðàâíåíèåì äèôôóçèè âîäÿíîãî ïàðà ê ÷àñòèöå è óðàâíåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì äèýëåêòðèêå è âûðàæàÿ ìàññó ëüäèíêè
÷åðåç ðàäèóñ, ìîæåì çàïèñàòü

dr

dt
=

3Dcf (qw − q)

r2ρ
, (1)

ãäå r � ðàäèóñ ÷àñòèöû, (qw − q) � ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé âîäÿíîãî ïàðà â îêðóæàþùåì
ïðîñòðàíñòâå è ó ïîâåðõíîñòè ëüäèíêè, f � âåòðîâîé ìíîæèòåëü, A � ýëåêòðîåìêîñòü,
D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè âîäÿíîãî ïàðà â âîçäóõå.

Ïî ñõåìå Ìåéñîíà [Øèøêèí, 1964], ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü âîäÿíîãî ïàðà q ñâÿçàíà
ñ åãî óïðóãîñòüþ p

q =
pM

RT
, (2)

ãäå M � ìîëåêóëÿðíûé âåñ âîäû, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, T � òåìïåðà-
òóðà ñðåäû, äëÿ ñêîðîñòè ðîñòà ðàäèóñà ÷àñòèöû (1) çàïèøåì

dr

dt

r2ρ

3Dcf

RT

M
= pw (T )− p (Ti) , (3)

ãäå Ti � òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè ëüäèíêè.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèå áàëàíñà òåïëîòû, â êîòîðîé âûäåëåíèå ñêðûòîé
òåïëîòû ñóáëèìàöèè äîëæíî êîìïåíñèðîâàòüñÿ òåïëîîòäà÷åé â îêðóæàþùóþ ñðåäó çà-
ïèøåì

L
dr

dt
=

3ckf

r2ρ
(Ti − T ) . (4)

Çàâèñèìîñòü óïðóãîñòè ïàðà, íàñûùåííîãî íàä ëüäîì, îò òåìïåðàòóðû ïîëó÷àåì èç
ôîðìóëû Êëàéïåðîíà-Êëàóçèóñà

1

p

dp

dT
=
LM

RT 2
. (5)

Èíòåãðèðóÿ (5), ïîëó÷èì:

ln
p (Ti)

p (T )
=
LM

R

Ti − T

TTi
. (6)

Ïðèíèìàÿ T ≈ Ti
p (Ti)− p (T )

p (T )
=
LM

R

Ti − T

T 2
. (7)

Ñ ó÷åòîì (4), (7) ïðèìåò âèä

p (Ti)− p (T ) =
LM

R

p (T )

T 2

Lr2ρ

3ckf

dr

dt
. (8)

Ñêëàäûâàÿ (3) è (8) ñ ó÷åòîì, ÷òî pw(T )−p(T )
p(T )

= ε � îòíîñèòåëüíîå ïåðåñûùåíèå ïî
îòíîøåíèþ êî ëüäèíêå ïðè òåìïåðàòóðå T , ïîëó÷àåì:

dr

dt
=

3cfε

r2ρ
(

RT
DMp(T )

+ L2M
RT 2k

) . (9)

Â (9) âûðàæåíèå
ε

RT

DMp (T )
+
L2M

RT 2k

= B, (10)

áûëî âû÷èñëåíî Á.Äæ. Ìåéñîíîì, ïðè âëàæíîñòè âîçäóõà, ñîîòâåòñòâóþùåé íàñûùå-
íèþ íàä âîäîé.

Óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

dr

dt
=

3cfB

r2ρ
, (11)

ãäå B = ε
/(

RT
DMp(T )

+ L2M
RT 2k

)
� ïîêàçàòåëü Ìåéñîíà (âû÷èñëåíî Á. Äæ. Ìåéñîíîì),

ε = pw(T )−p(T )
p(T )

� îòíîñèòåëüíîå ïåðåñûùåíèå ïî îòíîøåíèþ êî ëüäèíêå ïðè òåìïåðàòóðå
T .

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (11) íå ó÷èòûâàåò, ÷òî îáëàêî, êàê ïðàâèëî èìååò ôðàêòàëüíóþ
ñòðóêòóðó [Feder, 1988; Rys, Waldfogel, 1985]. Ó÷åò ýòîãî ôàêòîðà ïðèíöèïèàëüíî ìåíÿåò
óðàâíåíèå (11), ïðåâðàùàÿ åãî â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñóáëèìàöèîííîãî ðîñòà
äðîáíîãî ïîðÿäêà.
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Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòàìè [Êóìûêîâ, 2016] ââåäåì ýôôåêòèâíóþ ñêîðîñòü èçìåíå-
íèÿ ðàäèóñà ÷àñòèöû ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà òåîðèè äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
ó÷èòûâàþùóþ ôðàêòàëüíîñòü ñðåäû⟨

dr (t)

dt

⟩
=

1

τ
Dα−1

0t

dr (t)

dt
=

1

τ
∂α0tr (t) , 0 < α < 1, (12)

ãäå Dα
at � îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðî�äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Dα
atr (t) =


sign(t−a)
Γ(−α)

t

∫
a

r(s)ds

|t−s|α+1 , α < 0,

r (t) , α = 0,

signn (t− a) ∂n

∂tn
Dα−n

at r (t) , n− 1 < α ≤ n, n ∈ N,

, ãäå (z) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ∂α0tr (t) � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî Êàïóòî (∂
α
atr (t) =

signn (a− t)Dα−n
at

∂nr(t)
∂tn

, n − 1 < α ≤ n, n ∈ N), α � ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïàðàìåòð (â
íàøåì ñëó÷àå � ïîêàçàòåëü ôðàêòàëüíîñòè ñðåäû), τ � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðîöåññà, à
òàêæå çàìåíÿÿ â (10) D íà Df � êîýôôèöèåíò ôðàêòàëüíîé äèôôóçèè, ïðè êîòîðîì B
ïåðåõîäèò â Bf � ôðàêòàëüíûé ïîêàçàòåëü Ìåéñîíà, (11) ïðèíèìàåò âèä

∂α0tr (t) =
3cfτBf

ρr2 (t)
, 0 < α < 1. (13)

Çàïèøåì îáùóþ ñõåìó, ýêâèâàëåíòíóþ óðàâíåíèþ (13), êîòîðàÿ ïîçâîëèò îïðåäå-
ëèòü áîëåå ýôôåêòèâíóþ ìîäåëü ðîñòà ÷àñòèöû ïðè ðàçëè÷íûõ óñðåäíåíèÿõ â âèäå

∂α0tr
n (t) = n rn−3 (t) γ, (14)

ãäå n � ñòåïåíü óñðåäíåíèÿ.
Ïðè n = 1îòíîñèòåëüíî ñõåìû (14) óðàâíåíèå (13) ïåðåïèøåì â âèäå

∂α0tr (t) = r−2 (t) γ, 0 < α < 1, (15)

ãäå γ =
3cfτBf

ρ
.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîá-
íîãî ïîðÿäêà (15) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

r (0) = r0. (16)

Çàäà÷à òèïà Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà�
Ëèóâèëëÿ èññëåäîâàíà â ðàáîòå [Ñàìêî è äð. 1987].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ðàçíîñòíûì
ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [Shkhanukov-La�shev, 2006]. Ñ ýòîé öåëüþ íà îòðåçêå
[0, T ] ââåäåì ñåòêó ω̄h = {jh, j = 0, 1, 2...N} ñ øàãîì h = T/N ïî âðåìåíè, ãäå N �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å (15)�(16) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùóþ ðàçíîñò-
íóþ ñõåìó:

1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(t1−α
j−s+1 − t1−α

j−s )yt,s = f(tj, yj), j = 1, 2, ...N, (17)
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y0 = r0, (18)

ãäå ∆α
0tj
y = 1

Γ(2−α)

∑j
s=0(t

1−α
j−s+1 − t1−α

j−s )yt̄,s � äèñêðåòíûé àíàëîã äðîáíîé ïðîèçâîäíîé,

yt,s =
ys+1−ys

h
� ïðàâàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ,f(tj, yj) =

3AfτBf

ρy2j
.

Ñõåìà (17) � (18) ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé:

yj+1 = yj + hαΓ(2− α)
[
f(tj, yj)− 1

Γ(2−α)

∑j−1
s=0(t

1−α
j−s+1 − t1−α

j−s )yt,s

]
,

j = 0, 1, 2, ...N − 1.
(19)

Ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è y ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ r ñîîòâåòñòâóþùåé äèôôåðåíöè-
àëüíîé çàäà÷è ñî ñêîðîñòüþ O(hα).

Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïðîöåññû è ñèñòåìû, îïèñûâàþùèåñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ
äðîáíîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþòñÿ ôðàêòàëüíûìè, ðàññìàòðèâàåìûé â äàííîé ðàáîòå ïðîöåññ
ñóáëèìàöèîííîãî ðîñòà ëåäÿíûõ ÷àñòèö òîæå ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíûì. Òàêèå ïðîöåññû
ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [Êóìûêîâ, 2015; Êóìûêîâ, Ïàðîâèê, 2015], â êîòîðûõ ïðîâî-
äèëîñü ìîäåëèðîâàíèå èçìåíåíèÿ çàðÿäà îáëà÷íûõ êàïåëü âî ôðàêòàëüíîé îáëà÷íîé
ñðåäå ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ïðè n = 2 îòíîñèòåëüíî ñõåìû (14) óðàâíåíèå (13) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

∂α0tr
2 (t) =

2γ

r (t)
, 0 < α < 1. (20)

Îáîçíà÷èì r2 (t) = y. Òîãäà óðàâíåíèå (20) ïðèìåò âèä:

∂α0tC =
2γ√
C
, 0 < α < 1. (21)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ óðàâíåíèå (21) ïðèìåò âèä

Dα−1
0t C ′ =

2γ√
C
, 0 < α < 1. (22)

Ïîäåéñòâóåì íà (22) îáðàòíûì îïåðàòîðîì D1−α
0t . Òîãäà ïîëó÷àåì

C ′ = 2γD1−α
0t C− 1

2 , 0 < α < 1. (23)

Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé [Ïñõó,
2005] óðàâíåíèå (23) ïðèíèìàåò âèä

C ′ = 2γ

√
π

Γ
(
α− 1

2

)Cα− 3
2 , 0 < α < 1. (24)

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå â ñëåäóþùåì âèäå:

Γ
(
α− 1

2

)
2γ

√
π

C−α+ 3
2dy = dt, 0 < α < 1. (25)

Âîçüìåì èíòåãðàë îò îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:

Γ

(
α− 1

2

)
1

2γ
√
π

∫
C−α+ 3

2dy =

∫
dt, 0 < α < 1. (26)
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Îáùåå ðåøåíèå (26) èìååò âèä

y =
5
2−α

√
γ
√
π (5− 2α) t

Γ
(
α− 1

2

) + C2 , (27)

ãäå C2 =
C1γ

√
π(5−2α)

Γ(α− 1
2)

, C1 =const.

Ñ ó÷åòîì (27) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (20) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

r (0) = r0 (28)

èìååò âèä

r (t) = 5−2α

√
γ
√
π (5− 2α)

Γ
(
α− 1

2

) (t+ C1). (29)

Ïðè n = 3 îòíîñèòåëüíî ñõåìû (14) óðàâíåíèå (13) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

∂α0tr
3 (t) = 3γ, 0 < α < 1. (30)

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî
ïîðÿäêà (30) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

r (0) = r0. (31)

èìååò âèä

r (t) = 3

√
3γ

tα

Γ (α + 1)
+ r0. (32)

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñóá-
ëèìàöèîííîãî ðîñòà ëüäèíîê âî ôðàêòàëüíîé îáëà÷íîé ñðåäå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïëîøíîé
ñðåäîé. Âèäíî, ÷òî ãðàôèêè ðåøåíèé çàäà÷è (31)�(32) ïðè ðàçëè÷íûõ α ðàçâèâàþòñÿ
ìåäëåííåå, ÷åì ñ àíàëîãè÷íûì ïðîöåññîì â ñïëîøíîé ñðåäå. Çîíà ôðàêòàëüíîãî ýôôåê-
òà íàõîäèòñÿ íèæå è áîëåå ñêîíöåíòðèðîâàíà â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ çàäà÷è (15)�(16).

Âèäíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ñòåïåíè óñðåäíåíèÿ n ãðàôèêè ñóáëèìàöèîííîãî ðîñòà
ëüäèíîê ïðè îäèíàêîâûõ ïîêàçàòåëÿõ ïàðàìåòðà α âåäóò ñåáÿ àíîìàëüíî. Ïðè α = 1
è α = 0, 9 ãðàôèêè ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûå, à ïðè α = 0, 6 è α = 0, 3 íàáëþäàåòñÿ
ðåçêèé ñêà÷îê è äàëüíåéøåå çàìåäëåíèå â äèíàìèêå ðîñòà ÷àñòèöû.

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû Maple 18. Íà ðèñ. 1
ïîêàçàíû ãðàôèêè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (15)�(16) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ïîêàçàòåëÿ ôðàêòàëüíîñòè α. Ïðè ýòîì ôóíêöèè áûëè ïðèâåäåíû ê áåçðàçìåðíîìó
âèäó, ãäå â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîé äëèíû âçÿòî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå r0.
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ðåøåíèé çàäà÷è (15)�(16) ïðè ðàçëè÷íûõ α

Fig. 1. Graphs of solutions to the problem (15)�(16) for di�erent α

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ïðîèñõîäèò ðåçêèé ñêà÷îê
ðàäèóñà ëåäÿíûõ ÷àñòèö, à çàòåì, ïîñëå ïåðåõîäà ÷åðåç çîíó äåéñòâèÿ ôðàêòàëüíîãî ýô-
ôåêòà, çàìåäëÿåòñÿ. Ïîä çîíîé ôðàêòàëüíîãî ýôôåêòà ïîíèìàåì îáëàñòü, â êîòîðûõ
ãðàôèêè, ëåæàùèå â îáëàñòè 0 < α < 1, ïåðåñåêàþòñÿ ñ ãðàôèêîì ïðè α = 1. Ýòî îá-
ëàñòü, â êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ïðîÿâëåíèå ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî
ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðîöåññû âî ôðàêòàëüíûõ îáëà÷íûõ ñðåäàõ ïðîòåêàþò çíà-
÷èòåëüíî ìåäëåííåå, íåæåëè â ñïëîøíûõ. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî
ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû äëÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷åííîé â
ðàáîòå [Sweilam è äð. 2012].

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ðåøåíèé çàäà÷è (20)-(28) ïðè ðàçëè÷íûõ α

Fig. 2. Graphs of solutions to the problem (20)�(28) for di�erent α

Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ðàçíûõ çíà÷å-
íèé α (α = 0, 3; α = 0, 6; α = 0, 9; α = 1) ñ èñïîëüçîâàíèåì Matlab 2017.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ïðîèñõîäèò ðåçêèé ñêà÷îê
ðàäèóñà ëüäèíîê, à çàòåì, ïîñëå ïåðåõîäà ÷åðåç çîíó äåéñòâèÿ ôðàêòàëüíîãî ýôôåêòà,
çàìåäëÿåòñÿ. Èç ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêå 2, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ãðàôèêè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (31)�(32) ïðè ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ ôðàêòàëüíîñòè α. Âèäíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ïîêàçàòåëÿ
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ïàðàìåòðà α ãðàôèêè èäåíòè÷íû ãðàôèêàì, ïîëó÷åííûì âûøå. Òàêæå ìîæíî çàìå-
òèòü íà ðèñóíêàõ 1�3, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ ïîêàçàòåëÿõ n çîíû äåéñòâèÿ ôðàêòàëüíîãî
ýôôåêòà ëåæàò íà ðàçíûõ óðîâíÿõ (÷åì áîëüøå n, òåì íèæå óðîâåíü çîíû).

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ðåøåíèé çàäà÷è (31)�(32) ïðè ðàçëè÷íûõ α

Fig. 3. Graphs of solutions to the problem (31)�(32) for di�erent α

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñóá-
ëèìàöèîííîãî ðîñòà ëüäèíîê âî ôðàêòàëüíîé îáëà÷íîé ñðåäå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïëîøíîé
ñðåäîé. Âèäíî, ÷òî ãðàôèêè ðåøåíèé çàäà÷è (31)�(32) ïðè ðàçëè÷íûõ α ðàçâèâàþòñÿ
ìåäëåííåå, ÷åì ñ àíàëîãè÷íûì ïðîöåññîì â ñïëîøíîé ñðåäå. Çîíà ôðàêòàëüíîãî ýôôåê-
òà íàõîäèòñÿ íèæå è áîëåå ñêîíöåíòðèðîâàíà â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ çàäà÷è (15)�(16).

4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áûë èññëåäîâàí ïðîöåññ ñóáëèìàöèîííîãî
ðîñòà ëåäÿíûõ ÷àñòèö ñ ó÷åòîì ôðàêòàëüíîñòè îáëà÷íîé ñðåäû. Ñóáëèìàöèîííûé ðîñò
ëåäÿíûõ ÷àñòèö èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè çàðîæäåíèè ãðîçîâûõ îáëàêîâ, à ôðàê-
òàëüíîñòü ñàìîé ñðåäû íåïîñðåäñòâåííî îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ïðîöåññ ñóáëèìàöèè.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðè ñóáëèìàöèîííîì ðî-
ñòå ëåäÿíûõ ÷àñòèö íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì. Ïðåäñòàâëåí-
íûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà èçìåíåíèÿ ðàäèóñà ÷àñòèö îáëàêà
ïîä âëèÿíèåì ïðîöåññà ñóáëèìàöèè ëüäèíîê ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè ñ ó÷åòîì ôðàê-
òàëüíîñòè ñðåäû. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ôðàê-
òàëüíîñòè ñðåäû íà ðîñò ëåäÿíûõ ÷àñòèö ïðè ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ ìèêðîôèçè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ ïîêàçàëè îáùóþ çàâèñèìîñòü ðîñòà ëüäèíîê îò ïàðàìåòðà ôðàêòàëüíîñòè
ñðåäû, âûðàæàþùóþñÿ â ðåçêîì ñêà÷êå, à çàòåì â óìåíüøåíèè ñêîðîñòè ðîñòà ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ôðàêòàëüíîñòè. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ôðàêòàëü-
íîñòè ñðåäû âûÿâëåíû çîíû íà÷àëà äåéñòâèÿ ôðàêòàëüíîãî ýôôåêòà íà âåëè÷èíó ëå-
äÿíûõ ÷àñòèö.
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