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Аннотация

Представитель множества – произвольный элемент этого множества. Это понятие
применяется к решению задачи факторного анализа. Данный метод связан с кластерным
анализом. Демонстрируется применение предлагаемых идей к комитетным конструкци-
ям и восстановлению трехмерных изображений по их плоских проекциям.
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Представитель множества – любой его
элемент. Система представителей набора
множеств – любое множество, имеющее
непустое пересечение с каждым множе-
ством этого набора. Понятие системы пред-
ставителей является частным случаем по-
нятия комитетной конструкции [1]. В слу-
чае бесконечных множеств проблема пред-
ставителей связана с противоречиями – это
известная аксиома выбора. Далее мы будем
рассматривать только конечные множества.
Проблема нахождения минимальной сис-
темы представителей и важна, и трудна.
Системы различных представителей набо-
ров множеств изучались ещё с 1935 года
Ф. Холлом (Hall P.) [2], затем П .Халмошем
(Halmos P.R.) [3] в 1950 году, А. Гофманом
(Hoffman A.J.) и Г. Куном (Kuhn H.W.) [4] –
в 1955 году. С 1998 года – А.М. Райгородс-
ким [6], Ю.И. Журавлевым [7], Ю.А. Фле-
ровым [8] в ряде работ по комбинаторной
оптимизации.

Комитетные конструкции примыкают к
этому направлению. Для числа p
(0 1)p   p -комитетом системы мно-
жеств называется множество C  такое, чтоо
его пересечение с каждым множеством си-
стемы содержит более, чем p -ю часть мно-
жества C . Такие конструкции изучались
Вл.Д. Мазуровым [1; 8] с 1965 года, М.Ю.
Хачаем [8; 9] с 1995 года. Идея комитетных
конструкций состоит в том, чтобы вместо
одного решающего правила искать коллек-
тив решающих правил, этот коллектив вы-
рабатывает коллективное решение в силу
процедуры, обрабатывающей индивидуаль-
ные решения членов коллектива.

Так, например, комитет системы нера-
венств – это такой набор элементов, что
каждому неравенству удовлетворяет боль-
шинство элементов этого набора.

Комитетные конструкции – некоторый
класс обобщений понятия решения для за-
дач, которые могут быть как совместными,
так и несовместными. Это класс дискрет-
ных аппроксимаций для противоречивых
задач, их можно также соотнести с т.н. раз-

мытыми решениями. Метод комитетов в
настоящее время определяет одно из на-
правлений анализа и решения задач эффек-
тивного выбора вариантов, оптимизации,
диагностики и классификации.

В процессе эксплуатации метода коми-
тетов выявились такие его важные для при-
кладных задач свойства, как эвристичность,
интерпретируемость, гибкость – возмож-
ность дообучения и перенастройки, воз-
можность использования наиболее есте-
ственного класса функций – кусочно-аф-
финных функций.

Другая сторона вопроса о комитетных
конструкциях связана с понятием коалиций
при выработке коллективных решений, при
этом ситуации резко различаются в случае
коллективных предпочтений (здесь много
подводных камней) и в случае правил кол-
лективной классификации, в этом случае
процедуры  можно строго обосновать и они
имеют более широкие возможности.

При решении задач диагностики и про-
гнозирования предприятий часто исполь-
зуются веса факторов, которые даются экс-
пертами, а далее проводится голосование
мнений экспертов. Однако такие процеду-
ры могут быть некорректными, и существует
аппарат построения корректных процедур.

Нами показано, что при сведении зада-
чи к классификационной можно строить
коллективы экспертов (комитеты), коррек-
тно решающие задачу диагностики. Метод
комитетов здесь позволил получить точные
результаты и обоснованные процедуры обу-
чения, которые позволяют решать широкий
класс задач, сводимых к разделению конеч-
ных множеств с единственным требовани-
ем непустоты их пересечения.

В наших работах мы выдвинули пре-
цедентно-классификационный принцип,
применение которого позволяет избе-
жать противоречий выбора. А именно,
предлагается следующая схема: задача
принятия решений сводится к задаче
классификации или к обучению распоз-
наванию на основе прецедентов. Попу-
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лярное изложение этих методов содер-
жится, например, в работе [10].

Далее задача классификации сводится к
системе линейных неравенств. которая мо-
жет быть и несовместной. Для этой систе-
мы находится комитетное решение, которо-
му соответствует корректное решающее
правило диагностики.

При попытке подбора модели фиксиро-
ванного класса для описания материала
наблюдений может возникнуть противоре-
чие, если упомянутый класс моделей слиш-
ком узок. Это противоречие выразится в
том, что задача идентификации модели,
имеющая вид системы соотношений, свя-
зывающих параметры модели, не будет
иметь решения.

В этом случае можно либо расширять
класс используемых моделей, включая в
него более сложные, либо использовать
«коллективы» моделей. В данной работе
реализуется второй путь, причём исполь-
зуются конструкции максимальных совме-
стных и минимальных несовместных под-
систем, а также понятие p-комитета.

Напомним определения этих понятий
[1] для случая системы соотношений вида

( )jx D j J                                        (1)

где jD  – некоторые заданные множестваа
(например, jD  может представлять собой
множество всех решений какого-либо не-
равенства).

Определение 1. Максимальной совмест-
ной подсистемой системы (1) называется
такая совместная подсистема

( ),jx D j S   
где S J , что для любого \i J S  си-

стема
( { })jx D j S i    

несовместна.
Определение 2. Минимальной несовме-

стной подсистемой системы (2) называет-
ся такая несовместная подсистема

( ) ,jx D j T   
где T J , что для любого i T  системаа

( \ { })jx D j T i   
совместна.
Определение 3. Пусть 0 1p  . Конеч-

ное множество K  называется p-комитетомм
системы (1), если

( ),jK D p K j J   

где A  означает число элементов мно-
жества A.

Перечисленные конструкции применя-
ются в распознавании образов и в матема-
тической статистике. Другие приложения
связаны с задачами Борсука [11] о разбие-
нии множества на части меньшего диамет-
ра, Эрдёша-Хадвигера о раскрасках [12],
Грюнбаума о покрытии множеств шарами
[13]. Имеются также приложения в геомет-
рии чисел.

В геометрии чисел изучаются свойства
чисел с помощью геометрических методов.
Наряду с Г. Минковским основателем этой
теории ее классиками также являются Дж.
Фаркаш (Farkas J.) [14], Г.Ф. Вороной [15],
С.Н. Черников [16], И.И. Ерёмин [17].

В частности, в геометрии чисел доказан
следующий факт: если на плоскости взять
любой симметричный прямоугольник пло-
щадью более четырёх, то в нём обязатель-
но окажется точка с целыми координатами
и хотя бы одна из координат – ненулевая.

Теорема Минковского-Фаркаша [17] даёт
условия того, что некоторое линейное не-
равенство является следствием системы
линейных неравенств.

Интересно, что теория размерностей
Вапника-Червоненкиса [18] также связана
с упомянутыми конструкциями. Эта раз-
мерность для совокупности M  областей из
X  есть мощность максимального множе-
ства A  из X , которое дробится областями
из M , т.е. проекция M на A  – это все под-д-
множества множества A.

В качестве простого приложения упомя-
нем задачу о формировании группы экспер-
тов, покрывающей компетенциями некото-
рую проблемную область. Важны также за-
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дачи кластеризации конечных множеств –
соответствующие методы применяются в
экономике. Ещё один интересный пример
приложений – поиск факторов в задачах
анализа сигналов.

По замечанию нобелевского лауреата
Даниэля Канемана [19], американского
психолога, восприятие информации осно-
вано на субъективном опыте, но согласо-
ванный совместный поиск учёных  направ-
лен на объективное восприятие данных. В
этом случае важны математические мето-
ды обработки знаний.

Здесь предлагается новая процедура ла-
тентного факторного анализа, зависящая от
некоторого заранее выбранного класса фун-
кций  mF R R  . Подобный метод ис-
пользовался в одном медицинском иссле-
довании [20] факторов риска заболеваний
– при сотрудничестве с д.м.н. Е.Р. Лебеде-
вой и магистром математики Д.В. Гилёвым.
При этом разработан новый метод фактор-
ного анализа. Этот метод использует нахож-
дение минимальных по включению несов-
местных и максимальных по включению
совместных подсистем системы

*( ) 0 ( , )f x x L f L     .
Здесь L  – действительное линейное

пространство, *L  – сопряжённое простран-
ство непрерывных функций над L . Назван-
ные подсистемы используются в определе-
нии дискриминантных функций и класте-
ров при распознавании образов.

Конкретизируем постановку задачи в
частном случае. Предположим, что полу-
чен материал наблюдений в виде таблицы
объект\ признак:

 1 2
1 2, ,..., , ,...,m

nA a a a a a a    .

Здесь вектор-строка ia  – описание i -го
объекта, ja  – вектор-столбец  значений j -
го признака на объектах.

Используем функции f F , где функ-
ция f , первоначально неизвестная, опре-
деляет в результате анализа форму класте-
ра. Запишем систему ограничений:

  0jf a   ( , )j J f G   .
Это система неравенств относительно

неизвестной функции f . Если система со-
вместна, то считаем, что имеется только
одна латентная переменная – она является
комбинацией совокупности всех признаков.
Однако, как правило, эта система несовме-
стна. В таком случае выбираем решения
максимальных по включению совместных
подсистем этой системы – от каждой под-
системы по одному решению.

В итоге получаем набор 1, ... , qf f  . Для
kf  кластер переменных имеет вид

 : ( ) 0 )k k iG j J f a    . Тогда соот-
ветствующий латентный фактор – это ком-
бинация признаков, входящих в kG .

Класс F  выбирается в соответствии с
содержательным смыслом кластеров. Как
правило, используется класс квадратичных
функций ( ) Tf x x Qx b  , где Q  – мат-т-
рица.

Что касается других постановок задачи
анализа изображений, то мы рассматрива-
ли [21] также неоднозначную интерпрета-
цию n-мерных сцен как проекций «прозрач-
ных» полиэдров в пространство меньшей
размерности. При этом использовался ап-
парат линейного программирования. В дан-
ной работе применяется метод максималь-
ных по включению совместных подсистем
(МСП) для восстановления трехмерной
структуры многогранника по его известным
ортогональным проекциям.

В классической постановке этой задачи
предполагается наличие нескольких ракур-
сов изображения, позволяющих разрабаты-
вать алгоритмы на основе хорошо апроби-
рованных проективных методов, таких, как
например, алгоритм восстановления по сте-
реопаре (Standard and Wide-base Stereo) и
других (см. обзор [22]). Но в настоящее вре-
мя внимание исследователей смещается в
область восстановления трехмерных сцен
по одному изображению [23]. Интересен в
связи с этим проект Корнуэльского универ-
ситета (Cornell University) «Make3D», начав-
шийся в Стэндфордском университете и
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также имеющий целью решение пока еще
не ставшей типичной задачи восстановле-
ния трехмерной модели сцены всего по од-
ному фотоснимку. Этот проект показал, что
значительный объем информации содер-
жится в так называемых монокулярных при-
знаках (monocular cues) самого изображе-
ния, которые до этого зачастую игнориро-
вались. Для понимания механизмов форми-
рования видимых образов особый интерес
представляет анализ неоднозначных изоб-
ражений, которые допускают две или более
интерпретации (так называемые трансфор-
мирующиеся или обращающиеся изображе-
ния). В данной работе рассматривается одна
из разновидностей этой задачи  задача ин-
терпретации плоских проекций трехмерных
объектов – «прозрачных многогранников»,
заданных их скелетами. Эта задача важна не
только в прикладном аспекте, но и с точки
зрения понимания механизмов восприятия
и интерпретации изображений человечес-
ким мозгом. Особенно интересен аспект вос-
приятия человеком так называемых двой-
ственных и противоречивых отображений,
эта задача интенсивно исследуется в после-
дние годы философами, психологами и ма-
тематиками [24].

Одним из самых простых и самых иссле-
дованных изображений такого рода являет-
ся так называемый куб Неккера [25] – кон-
турное изображение, соответствующее па-
раллельной проекции вершин и ребер куба
на плоскость. Это изображение и две его
возможные пространственные интерпрета-
ции приведены на рис. 1:

                                     
Рис. 1. Куб Неккера и его возможные пространственные интерпретации

При достаточно длительном наблюдении
эта фигура как бы спонтанно (самопроиз-
вольно) «переворачивается»: одна объемная
проекция сменяется другой. По-видимому,
в данном случае обе интерпретации равно-
правны и мозг «пробует» каждую из этих
гипотез поочередно, не имея оснований
выбрать  окончательно одну из них – пол-
ностью отсутствует контекстная информа-
ция (отсутствует перспектива - нет разни-
цы в размерах граней), помогающая при-
нять решение в распознавании обычных
зрительных образов.

Закономерности динамики восприятия
таких неоднозначных фигур подробно ана-
лизировались, в частности Дж. Кальоти
[26], показавшим, что во многих отноше-
ниях  они сходны с явлениями самооргани-
зации в диссипативных структурах за по-
рогом неустойчивого, критического состо-
яния. Особенностью этих процессов явля-
ется динамическое чередование (инверсия)
двух стационарных состояний, в которых
находится система.

Куб Неккера является представителем
т.н. класса «каркасных моделей», содержа-
щими только вершины и ребра объекта.

Идея использования максимальных не-
противоречивых подсистем приводит к
новому подходу к решению задачи трехмер-
ной интерпретации плоских изображений
на основе поиска максимальных (по вклю-
чению) совместных подсистем некоторой
несовместной системы линейных нера-
венств. В качестве класса трехмерных
объектов при этом используется класс вы-
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пуклых многогранников, а неравенства упо-
мянутой несовместная система ограниче-
ний  отражают требования видимости  гра-
ней этого многогранника.

В наших работах [21, 27] демонстриру-
ется новый подход к решению задачи трех-
мерной интерпретации плоских изображе-
ний на основе поиска максимальных (по
включению) совместных подсистем неко-
торой несовместной системы линейных

неравенств. В качестве класса трехмерных
объектов при этом используется класс вы-
пуклых многогранников, а неравенства упо-
мянутой несовместной системы ограниче-
ний отражают требования «видимости»
граней этого многогранника. При этом по-
нятие «видимости» в работе [21] строго
формализовано и корректность его опреде-
ления доказана соответствующими утвер-
ждениями.
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