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Введение 
 

Пусть Nsmn ∈,,, l  – заданные числа, 
nR⊂Π  – измеримое (здесь и далее в смысле Ле-

бега) ограниченное множество, UZX ,,  – банахо-

вы идеальные пространства
1
 (БИП) измеримых 

на Π  функций, 
sUD ⊂  – выпуклое множество, 

lXZA m →:  – заданный линейный ограничен-

ный оператор (ЛОО). Рассмотрим управляемое 

функционально-операторное уравнение   

( )[ ] ),((.)(.),.,)()( tuxfAttx +θ=  

 ,Π∈t   ,
l

Xx∈   (1) 

где Du∈  – управление, 
lX∈θ , ××Π lRf :  

ms RR →× – заданная функция, такая, что:  

F1) для всех 
lXy∈ , Du∈  суперпозиция 

( )(.)(.),., uyf  принадлежит 
mZ . 

Уравнение (1)  можно получить, например, 

из функционально-операторного уравнения 

 ( ))(),]([,)( tutzAtftz = ,  

 Π∈t , 
mZz∈ , (2)  

изучаемого в [1–5] (в случае лебеговых про-
странств). Для этого достаточно подействовать 

на (2) оператором A  и произвести замену 

xzA =][ . При этом уравнения (1) и (2) будут 

эквивалентны при условии единственности ре-

шения того и другого уравнения. Как свиде-

тельствуют многочисленные примеры из [2, 3], 

к уравнению (2), в свою очередь, с помощью 

метода обращения главной части может быть 

сведен довольно широкий класс управляемых 

начально-краевых задач (НКЗ). Как видно из 

следующего примера, в некоторых случаях пе-

рейти от управляемой НКЗ к уравнению (1) 

можно и непосредственно. 

А именно, рассмотрим управляемую задачу 

Гурса – Дарбу:  
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Будем считать, что функции 1ω  и 2ω  абсо-

лютно-непрерывны, а функция f  удовлетворяет 

условию F1) при 1=l , 1=m , )(= ΠqLX ,  =Z  

)(Π= pL , +∞≤ <<1 qp , )(= ΠrLU , 

)[1,∞∈r . Решение задачи (3) будем понимать в 

смысле п.в. и искать его среди функций из 

)(ΠqL , имеющих смешанную производную 

класса )(ΠpL . В таком случае, обращая диффе-

ренциальный оператор этой задачи, приводим ее 

к виду:  

.))(),(,(

(0))()(=),(

2

2

0

1

1

0

1221121

ξξξξξ+

+ω−ω+ω

∫∫ duxfd

ttttx

tt
 

Полученное уравнение равносильно сле-

дующему:  

 ),(,),)](,(.,[)(=)( Π∈Π∈+ qLxttuxfAtwtx  (4) 

где (0))()(=),( 1221121 ω−ω+ω ttttw , )(Π∈ qLw , 

)()(: Π→Π qp LLA  – оператор, определяемый 

формулой:  
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Уравнение (4) имеет вид (1) и удовлетворяет 

всем предположениям, которые мы приняли 

относительно уравнения (1). В данном примере 

оператор A  возникает как разрешающий опе-

ратор НКЗ, обращающий главную часть диффе-

ренциального уравнения. Его свойства отража-

ют характер зависимости решения соответст-

вующего линейного дифференциального урав-

нения от правой части при нулевых начально-

краевых условиях. 

При численной оптимизации сосредоточен-

ных и распределенных управляемых систем 

удобно понимать целевой функционал задачи 

оптимизации как функционал, зависящий толь-

ко от управления. Для управляемых НКЗ, до-

пускающих описание в форме (1), речь здесь 

идет о  представлении критерия оптимальности 

в виде 

  ],,[=][ uxFuJ u   (5) 

где Du∈  – управление, а 
lXxu ∈  – отвечаю-

щее ему решение уравнения (1), ×lXF :  

RD→× – дифференцируемый (в том или ином 

смысле) функционал. Удобство такого пред-

ставления связано с тем, что в противном слу-

чае приходится рассматривать целевой функ-

ционал как функционал ],[ uxF  на множестве 

пар ),( ux , связанных соотношением (условием 

связи) (1). В результате в множество ограниче-

ний задачи оптимизации включается весьма 

нетривиальное (для учета и исследования) ог-

раничение (1). Кроме того, представление (5) 

дает нам возможность для оптимизации уравне-

ния (1) применить алгоритм метода условного 

градиента [6, § XV.4] для общей задачи мини-

мизации в банаховом пространстве и при обос-

новании сходимости этого метода использовать 

некоторые общие идеи [6, § XV.4]. Тем не ме-

нее отметим одно отличие. Распространенным 

требованием при доказательстве сходимости 

метода условного градиента в общей задаче ми-

нимизации в банаховом пространстве является 

липшицевость градиента целевого функционала 

(см., например, [6, 7]; в [7, § VIII.4] соответст-

вующие абстрактные результаты в качестве ил-

люстрации применяются к задаче минимизации 

квадратичного функционала, заданного на ре-

шениях управляемой задачи Коши, связанной с 

обыкновенным линейным дифференциальным 

уравнением). Мы изначально рассматриваем 

более конкретную задачу минимизации функ-

ционала вида (5) и вместо указанного требова-

ния предполагаем существование единственно-

го решения уравнения (1) для всех  Du∈  и 

равномерную поточечную ограниченность это-

го решения. Достаточные условия, гаранти-

рующие выполнение этих предположений, 

можно найти в [8]. Кроме того, нам требуется 

также равномерная поточечная оценка прира-

щения решения уравнения (1) через прираще-

ние управления. Условия, при которых такая 

оценка имеет место, формулируются в данной 

статье. Дадим некоторые пояснения касательно 

наших предположений. 

Представление (5) само по себе приводит к 

необходимости рассмотрения проблемы сохра-

нения разрешимости уравнения (1) при варьи-

ровании управления. В частности, дифференци-

руемость функционала ][uJ  в точке Du ∈0  

предполагает, что он определен в некоторой 

окрестности этой точки, следовательно, имеет 

место сохранение разрешимости уравнения (1), 

а стало быть, сохранение глобальной разреши-

мости соответствующей НКЗ, при варьировании 

управления 0u  в пределах этой окрестности.  

О том что эта проблема не является надуманной 

(сохранение глобальной разрешимости распре-

деленных систем может не иметь места даже 

при малых вариациях управления), свидетель-

ствуют, в частности, примеры из [2, 3]. Доста-

точные условия сохранения глобальной разре-

шимости управляемых начально-краевых задач 

при малых (в определенном смысле) вариациях 

управления можно найти, например, в [1–5, 9, 

10]. Вместе с тем использование некоторых 

градиентных методов для минимизации функ-

ционала (5) на множестве D , в частности гра-

диентного метода с дроблением шага и метода 

условного градиента, предполагает, что соот-

ветствующее уравнение (1) обладает свойством 

разрешимости тотально, то есть на всем мно-

жестве D  допустимых управлений. Иными 

словами, речь идет о тотальном сохранении 

разрешимости (ТСР) указанного уравнения. 

Кроме того, представление функционала в виде 

(5) возможно лишь тогда, когда уравнение (1) 

не просто разрешимо для соответствующих 

управлений, а однозначно разрешимо. 

В следующих далее двух параграфах приво-

дятся точные формулировки основных резуль-

татов, вкратце обозначенных выше. Теорема о 

сходимости метода условного градиента фор-

мулируется в §1. Теорема о равномерной оцен-

ке приращения решения формулируется в § 2. 

Применение доказанных абстрактных результа-

тов иллюстрируется на примере управляемой 
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задачи Гурса – Дарбу. Совершенно аналогич-

ным образом можно рассмотреть и многие дру-

гие, достаточно содержательные примеры (в 

частности, при соответствующих условиях – 

примеры из статьи [2]). 

 
1. Формулировка основного результата 

 
В данном параграфе будем считать выпол-

ненными следующие предположения. 

H1)  Для каждого Du∈  уравнение (1) име-

ет, и притом единственное, решение 
lXxu ∈ . 

H2)  Существуют  Uu ∈* , Xx ∈*  такие, 

что .)(|)(|),(|)(| ** Dutxtxtutu u ∈∀≤≤  

H3) Существует положительный ЛОО 

XUB →:*  такой, что для всех управлений 

Duu ∈10 ,  и отвечающих им решений 

lXxx ∈10 ,  уравнения (1) справедлива оценка:  

|],)([||| 0* xfBx u∆≤∆  

где 01= xxx −∆ ,  −∆ (.))(.),(.,=)( 100 uxfxfu  

(.))(.),(., 00 uxf− . 

Будем предполагать также, что рассматри-

ваемые пространства удовлетворяют условиям: 

S1)  Существуют БИП XZ  и числа 0>XK  

и 0>Xα  такие, что для всех Xx∈ , XZy∈  

имеем: Zyx∈ , и справедливо неравенство 

.
X

X

XZXZ
xyKyx ⋅α⋅≤  

S2)  Существуют БИП UZ  и числа 0>UK  

и 0>Uα  такие, что для всех Ux∈ , UZy∈  

имеем: Zyx∈ , и справедливо неравенство 

.
U

U

UZUZ
xyKyx ⋅α⋅≤  

S3)  БИП Z , XZ  и UZ  являются простран-

ствами с порядково-непрерывной нормой. 

 
Замечание 1.  Напомним (см., например, [6, 

п. 4.3.2]), что БИП )(= ΠZZ  называется БИП 

с порядково-непрерывной нормой, если из того, 

что последовательность Zzn ⊂}{  для п.в. 

Π∈t  монотонно стремится к нулю: )(tzn � 0, 

следует, что 0→nz . Так, например, 

)(= Π∞LZ  не является пространством с по-

рядково-непрерывной нормой, но вложено в лю-

бое )(ΠpL , )[1,∞∈p , каждое из которых по 

теореме Лебега о сходимости является БИП с 

порядково-непрерывной нормой. 

Относительно функции f  и ЛОО A  пред-

полагаем, что помимо условия  F1), указанного 

выше, выполняются следующие условия.   

F2)  Функция ),,( uytf  непрерывно диффе-

ренцируема по переменным 
lRy∈ , 

sRu∈  и 

вместе с производными измерима по Π∈t  и 

непрерывна по 
sRRuy ×∈ l};{ . 

F3)  Для всех 
sUXuy ×∈ l},{  суперпози-

ции 
l×∈ m

X
'
y Zuyf (.))(.),(., , 

sm
U

'
u Zuyf ×∈(.))(.),(., . 

A0) Для всякого 
l×∈ m

XZy  операторы 

ll

XXA y →:)(  и 
mm

y ZZA →:][ , определяе-

мые соответственно формулами:  

,],[=][

;],[=][

][

)(

m
y

y

ZzzyAzA

XxyxAxA

∈

∈ l

 

являются квазинильпотентными, то есть их 

спектральные радиусы 0=)(=)( ][)( yy AA ρρ . 

 

Замечание 2.  Пользуясь неравенством 

Гельдера, нетрудно показать, что если, напри-

мер, )(= ΠpLZ , )(= ΠqLX , 1≥≥ pq , то 

условие S1) выполнено при )(= ΠσLZ X , =XK  

1=Xα= , где 
pq

1
=

11

σ
+  (при pq = , соот-

ветственно, ∞σ = ). Мы ссылаемся на это об-

стоятельство в приведенном ниже примере. 

Однако выполнение условия S1) не является 

свойством одних только лебеговых про-

странств. В частности, его выполнение можно 

установить и в более общей ситуации про-

странств Орлича (обобщающих, как известно, 

лебеговы пространства). А именно, пусть 

XMLX = , 
ZMLZ =  – пространства Орлича 

(см. [6, §  IV.3]), причем существует N -функ-

ция (.)
X̂

M  такая, что (.)=(.))(2 ˆ XXZ MMM . 

Тогда функция (.))(2=(.)
*

X̂ZY MMM  будет, 

очевидно, N -функцией. Соответственно оп-

ределено пространство Орлича 
YMLY = . При 

этом будет справедливо неравенство: 

YML
XML

ZML
yxxy 2≤ , и тем самым, усло-

вие  S1) выполняется. Однако доказательство 

этого факта намного менее тривиально, чем 

для случая лебеговых пространств.  
  

Замечание 3.  Достаточные условия выпол-
нения предположений  A0) можно найти в  [8, 

11]. 
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Далее в целях простоты изложения мы бу-

дем предполагать, что элемент 
lX∈θ  в урав-

нении (1) фиксирован, то есть не является 

управляющим. Это требование не является осо-

бо ограничительным, поскольку с помощью 

замены xx =θ−  уравнение (1) сводится к 

уравнению вида (1) с 0=θ  и управляющим 

набором u , расширенным добавлением всех 

компонент θ , при условии, что UX = . По-

следнее условие несущественно, поскольку 

вместо пространства 
sU  можно рассмотреть 

прямое произведение различных БИП, удовле-

творяющих сходным условиям. Соответствую-

щие изменения в условиях, формулировках и 

доказательствах весьма очевидны, но приводят 

к еще большему усложнению и без того доста-

точно громоздких выкладок. Исключительно по 

этой причине мы рассматриваем здесь указан-

ный упрощенный случай. Соответственно, бу-

дем рассматривать целевой функционал вида  

)],,(.,[=][ uxFuJ uΦ  

где RZ m →Φ ˆˆ:  – некоторый линейный непре-

рывный функционал
2
, Ẑ  – БИП, удовлетво-

ряющее таким же условиям, как пространство 

Z  с заменой UX ZZ ,  на UX ZZ ˆ,ˆ  соответствен-

но; функция ),,( uxtF  удовлетворяет таким же 

условиям, как функция ),,( uxtf  с заменой m  

на m̂ , Z  на Ẑ , XZ  на XẐ , UZ  на UẐ ; 

lXxu ∈  – решение уравнения (1), отвечающее 

управлению u . 

 

Теорема 1.  При сделанных предположениях 

существует константа 0>M , такая, что для 

любого выбора управлений Duu ∈10 ,  справед-

лива оценка:  

.|)()(| 0101 uuMuJuJ −⋅≤−  

  

Теорема 2.  При сделанных предположениях 

для любого выбора управлений Duu ∈10 ,  функ-

ционал ][uJ  имеет производную по вектору
3
 

01= uuh − , определяемую формулой  

],),(.,[]),(.,[=)( 00000 huxFhuxfuJ '
u

'
u

'
h Φ+Ψ (6) 

где 
lXxx ∈0= – решение уравнения (1), отве-

чающее управлению 0=uu , ∈ΛΛΦΨ AAR )(ˆ= 00  

*)( mZ∈ , 
mZX →Λ l:0  – оператор умножения 

на функцию ),(., 00 uxf
'
y ; 

mZX
ˆ

0
ˆ:ˆ →Λ l

 – опе-

ратор умножения на функцию ),(., 00 uxF
'
y ; 

1
00

0=
0 )(=)(=)(

−
∞

Λ−ΛΛ ∑ AIAAR
k

k

. Более того, 

существует функция 0)( →λγ  при 0+→λ  

такая, что для остатка в соответствующей фор-

муле приращения  

  ),()(=)()( 10000 uuruJuJhuJ '
h λ+λ−λ+  (7) 

справедлива равномерная оценка: 

)(|),(| 10 λγ⋅λ≤λ uur    для всех   ., 10 Duu ∈  

 

Замечание 4.  Таким образом, существует 

производная )(=)( 00 uJu
h

J '
h∂

∂
по любому воз-

можному для множества D  в точке Du ∈0  

направлению 
sUh∈ , 1=h .  

 

 Теорема 3.  Функционал 
*)( mZ∈Ψ  являет-

ся единственным решением сопряженного 

уравнения  

.ˆ= *
0

**
0

* ΦΛΨΛ−Ψ AA  

Согласно теореме 2, для любых управлений 

Duu ∈10 ,  существует производная функцио-

нала J  по вектору 01= uuh − , то есть )( 0uJ '
h , 

которая определяется формулой (6). Заметим, 

что выражение в правой части формулы (6) 

имеет смысл для всех 
sUh∈ , и более того, 

функционал RUuJ s' →Γ :)( 0 , определяемый 

ею, является линейным и непрерывным: 
*

0 )()( s' UuJ ∈Γ , и справедливо равенство:  

])[(=)( 00 huJuJ ''
h Γ   для всех  ,= 01 uuh −    

где  0,1.=, iDui ∈  

Если бы производная )( 0uJ '
h  существовала 

для всех 
sUh∈ , то функционал )( 0uJ '

Γ  был 

бы производной функционала J  по Гато в точ-

ке 0u . Это обстоятельство служит оправданием 

принятого нами обозначения, хотя при сделан-

ных нами предположениях функционал 

)( 0uJ '
Γ , вообще говоря, производной по Гато 

не является. Тем не менее установленное равен-

ство позволяет организовать итерационную по-

следовательность }{ ku  по методу условного 

градиента, а именно:  

  ),(=, 10 kkkkk uwuuDu −ε+∈ +  (8) 

где Dwk ∈  выбирается из условия:  

  ],)[(min=])[( uuJwuJ k
'

Du
kk

'
Γ

∈
Γ   (9) 
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а величина спуска kε  находится из равенства:  

  )].([min=][
[0;1]

1 kkkk uwuJuJ −λ+
∈λ

+  (10) 

Собственно говоря, именно здесь нам и тре-

буется ТСР уравнения (1). При сделанных 

предположениях можно обосновать коррект-

ность формул (8)–(10). Кроме того, нетрудно 

понять, что вопрос о существовании минимума 

в формуле (9) в случае, когда множество D  оп-

ределяется как конусный отрезок:  

)(ˆ)()(:{= tututuUuD s ≤≤∈  п.в. }Π∈t = 

,ˆ,],ˆ;[= sUuuuu ∈  

решается достаточно просто. 

Далее по аналогии с [6, п. XV.4.5, с. 603] 

точку Du ∈*  будем называть стационарной 

точкой функционала ][uJ  на множестве D , 

если  

].)[(min=])[( *** uuJuuJ '

Du

'
Γ

∈
Γ  

Можно показать, что все точки локального 

минимума функционала ][uJ  на множестве D  

стационарны. 

  

Теорема 4.  Для последовательностей }{ ku  

и }{ kw , определяемых формулами (8)–(10), 

справедливо соотношение:  

0])[(|=])[(| →−−− ΓΓ kkk
'

kkk
' uwuJuwuJ    

при  .∞→k  

 

Замечание 5.  В силу теоремы 4 метод ус-

ловного градиента (8)–(10) сходится, и в каче-

стве критерия останова можно использовать 

условие малости величины |])[(| kkk
' uwuJ −Γ . 

Более того, если функция 
*)(:(.) s' UDJ →Γ  

непрерывна, то в силу теоремы 4 любая пре-

дельная точка последовательности (8) являет-

ся стационарной точкой функционала ][uJ  на 

множестве D . В случае выпуклости функцио-

нала ][uJ  нетрудно показать, что последова-

тельность (8) является минимизирующей. Что 

касается достаточных условий выполнения 

этих дополнительных требований, то они 

должны быть предметом отдельного рас-

смотрения.  

 

2. Оценка приращения решения 

 

Пусть )(= ΠΣΣ  – σ -алгебра всех измери-

мых по Лебегу подмножеств множества Π . 

Далее для всякого множества Σ∈H  оператор 

умножения на характеристическую функцию 

Hχ  будем обозначать HP  независимо от того, 

в каком именно БИП он действует. 

  

Определение. Систему :{=)( Σ∈HAB   

}= APAPP HHH  будем, следуя [9], называть  

системой вольтерровых множеств  ЛОО 
lXZA m →: . При этом для числа 0>δ  под-

систему  

)(}=={= 10 AHHH k BT ⊂Π⊂⊂⊂∅ K  

будем, следуя [3,5], называть 

1) вольтерровой δ -цепочкой  ЛОО A , если 

δ<hh APP  для всех 1\= −ii HHh , ki 1,= ; 

2) вольтерровой δ -малой по мере цепоч-

кой множеств  ЛОО A , если mes δ<)(h  для 

всех 1\= −ii HHh , ki 1,= .  

В дополнение к уже перечисленным во вве-

дении условиям будем предполагать, кроме то-

го, что выполняются уже упомянутое в § 1 ус-

ловие  S1), а также следующие условия: 

3S′ ) БИП XZ  является пространством с по-

рядково-непрерывной нормой. 

2F′ ) Функция ),,( uytf  дифференцируема по 

переменной 
lRy∈  и вместе с производной 

),,( uytf
'
y  измерима по Π∈t  и непрерывна по 

sRRuy ×∈ l},{ . 

3F′ ) Для всех 
lXx∈ , 

sUu∈  суперпозиция 

l×∈ m
X

'
y Zuxf (.))(.),(., . 

A1) Существует положительная мажоранта
4
 

XZB →:  ЛОО 
lXZA m →: , обладающая 

для всех 0>δ  вольтерровой δ -малой по мере 

цепочкой множеств. 

Тогда справедливо следующее утверждение: 

  

Теорема 5.  Пусть заданы функции 
+∈ Xx* , 

+∈Uu*  и множества 
lXx=N X ∈{ : 

}|| *xx ≤ , 
l

XuN U ∈{= : }|| *uu ≤ . Тогда най-

дется положительный ЛОО XUB →:* , опре-

деляемый ими и такой, что для всех управлений 

UNuu ∈10 ,  и отвечающих им решений 

XNxx ∈10,  уравнения (1), если такие сущест-

вуют, справедлива оценка:  

|],)([||| 0* xfBx u∆≤∆   где  ,= 01 xxx −∆   

(.))(.),(.,(.))(.),(.,=)( 00100 uxfuxfxfu −∆ . 
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 Замечание 6.  В случае монотонности опе-

ратора A  для выполнения условия  A1) доста-

точно, чтобы ЛОО A  обладал для всякого 

0>δ  вольтерровой δ -малой по мере цепочкой 

множеств. Это следует из того, что в каче-

стве положительной мажоранты можно 

взять операто: ][=][
)(

1=

ezAzB
i

i

r

l

⋅∑ , где 

mRe ∈,1}{1,= K

r

. При этом, как показано в 

[8], при выполнении условий  S1) и  3S′ ) будет 

выполнено также и условие  A0).  

 

3. Пример 

 
Вернемся к задаче (3), рассмотренной во 

введении. Как уже было показано, она может 

быть переформулирована в виде функциональ-

но-операторного уравнения (3). Будем считать 

далее, что qr < . Тогда в силу замечания 2 ус-

ловия  S1) – S3) выполняются. Условия  F1) – F3) 

выполняются в силу исходных предположений 

относительно задачи (3). В качестве множества 

D  возьмем конусный отрезок: ]ˆ;[= uuD . Оче-

видно, что оператор A  положительный, а зна-

чит, и монотонный. Поэтому если дополнитель-

но потребовать монотонности функции 

),,( uytf  по ),( uy , можно воспользоваться 

достаточными условиями выполнения предпо-

ложений  H1) – H3) из  [8].  

Покажем, что оператор A  обладает для вся-

кого 0>δ  вольтерровой δ -малой по мере це-

почкой множеств. В соответствии с замечанием 

6 из этого будет следовать, что выполнены ус-

ловия § 2, а стало быть, по теореме 5, и предпо-

ложение  H4). 

Для всякого ][0,T∈τ , где 21= TTT + , мно-

жества вида }:{= 21 τ≤+Π∈τ tttH  являют-

ся вольтерровыми множествами оператора A . 

Действительно, для п.в. τ∈Ht  значения опера-

тора )]([ tzA  зависят лишь от значений функ-

ции )(ξz  при τ⊂×∈ξ Htt ][0,][0, 21 . Таким 

образом, APAPP HHH τττ
= , то есть )(ABH ∈τ  

для всех ][0,T∈τ . 

Выберем произвольно ][0,, T''' ∈ττ , 
''' ττ < , 

и, положив ''' HHh
ττ

\=  и 
''' τ−τσ = , оценим 

меру mes
2<)( σh . Таким образом, выбирая 

число 0>σ  из условия δσ <2
, получаем, что 

},,{=
0 k

HHT ττ K , где Tk =<<<=0 10 τττ K ,  

σ≤τ−τ −1ii , является вольтерровой δ -малой 

по мере цепочкой множеств оператора A  при 

заданном (произвольно выбранном) 0>δ . 

В качестве функционала рассмотрим  

,))(),(,(=][ dttutxtFuJ u∫
Π

 

где ux  – решение задачи (3), отвечающее 

управлению u ; F  удовлетворяет условиям  F1) 

– F3) при замене Z  и m  на )(=ˆ
1 ΠLZ , 1=m̂ . 

Стало быть, можно пользоваться результа-

тами, сформулированными в § 1. При этом, со-

гласно формуле (6), градиент функционала 

принимает вид  

,)()(=)(=])[( dtthtGuJhuJ kk
'
hk

' ∫
Π

Γ  

где 

1,=
11

),((.))(.),(.,

(.))(.),(.,(.)=(.)

''rkk
'
v

kk
'
vkk

rr
LuxF

uxfG

+Π∈+

+ψ
 

kx  – решение НКЗ, отвечающее управлению 

ku , )((.) Π∈ψ 'qk L , 1=
11
'qq

+ , – единственное 

решение сопряженного уравнения (см. теоре- 

му 3; линейные непрерывные функционалы 

отождествляем с соответствующими функция-

ми Рисса):  

),]()),(.,[(

=)]()),(.,[()(

**

**

tuxFA

tuxfAt

kk
'
y

kk
'
y

=

ψ−ψ
 

)()(:
* Π→Π 'p'q

LLA  оператор, сопряженный 

по отношению к оператору A , то есть ЛОО, 

определяемый формулой:  

.),(=)]([ 2211
*

2

2

1

1

ξξξξ ∫∫ dzdtzA

T

t

T

t

 

Тогда в соответствии с формулой (9) на-

правление спуска (.)kw  определяется из усло-

вия:  









∈∀ 0.=)(если)],(ˆ);([

0;<)(если),(ˆ

0;>)(если),(

=)(

tGtutuu

tGtu

tGtu

tw

k

k

k

k  

 

 

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ Ô
Ë ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰Â
ÊÍÂ 

êÓÒÒËÈÒÍÓ„Ó ÙÓÌ‰‡ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ 

(ÍÓ‰ Ô
ÓÂÍÚ‡ 07-01-00495) Ë ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ˆÂÎÂ‚ÓÈ 

‚Â‰ÓÏÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ô
Ó„
‡ÏÏ˚ «ê‡Á‚ËÚËÂ Ì‡Û˜ÌÓ„Ó ÔÓ-

ÚÂÌˆË‡Î‡ ‚˚Ò¯ÂÈ ¯ÍÓÎ˚ (2009–2010 „Ó‰˚)» åËÌ-

Ó·
Ì‡ÛÍË êî (
Â„ËÒÚ
‡ˆËÓÌÌ˚È ÌÓÏÂ
 2.1.1/3927). 

 



 

А.В. Чернов 

 

 

130 

Примечания 
 

1. Пусть ( )Π= SS  – множество всех измери-

мых функций на множестве 
n

R⊂Π . Напомним, что 

банахово пространство SE ⊂  измеримых функций 

называется банаховым идеальным пространством, 

если из того, что Ey∈ , Sx∈ , )()( tytx ≤  для п.в. 

Π∈t , следует, что Ex∈ , 
EE

yx ≤ . 

2. Опять же в целях простоты изложения. В 

принципе, можно считать этот функционал всего 

лишь дифференцируемым по Фреше. 

3. То есть )}()({
1

lim=)(
00

0
0

uJhuJu
'

J
h

−λ+
λ+→λ

. 

То есть ЛОО 
++ → XZB :  такой, что ≤|][| zA   

|][| zB≤  для всех 
m

Zz∈ . 
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ON CONDITIONAL GRADIENT METHOD CONVERGENCE 

IN DISTRIBUTED OPTIMIZATION PROBLEMS 

 

A.V. Chernov  

 

For an optimization problem of a nonlinear controlled function-operator equation in a Banach ideal space, a 

theorem is formulated on sufficient conditions for conditional gradient method convergence. The application of the 

theory presented is illustrated by the example of controlled Goursat – Darboux problem.  
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