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Аннотация: В статье показано, что задача Аполлония и ее аналоги имеют единый метод решения, в 
отличие от бытующего представления о том, что данные задачи могут быть решены только 
отдельными частными способами. Предложенная автором концепция геометрического эксперимента 
позволила обнаружить многие ранее неизвестные и обсуждаемые в статье закономерности, благодаря 
проведению множества вычислительных испытаний в системе визуального проектирования 
геометрических моделей Симплекс. В статье рассматривается пример решения аналога задачи 
Аполлония для четырехмерного пространства, однако действие алгоритма универсально, и он может 
быть с равным успехом применен к решению подобных задач в пространствах произвольных 
размерностей. Полученные результаты демонстрируют возможности методов конструктивного 
моделирования и многомерной начертательной геометрии в приложении к решению сложных 
математических задач, определяют тенденции развития систем автоматизации конструктивного 
геометрического моделирования. 
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1. Введение 

В наши дни трудно назвать область человече-
ской деятельности, которую бы не затронули ин-
формационные технологии. Поэтому приходится с 
сожалением говорить о том, что до сих пор ин-
форматизация почти не затрагивает сферы при-
ложения геометрических знаний, не способствует 
внедрению методов конструктивной геометрии в 
прикладные разработки и информационные си-
стемы. Геометрическая наука до сих пор не полу-
чает должной поддержки разработчиков про-
граммных систем.  

В чем же кроется причина такого неудовлетво-
рительного положения? Дело в том, что по сей 
день геометрия воспринимается людьми, как до-

статочно сложная, рутинная, трудноусваиваемая и 
даже устаревшая наука, которая не находит себе 
должного практического применения. Дело дошло 
до того, что современная геометрия, являясь пол-
ноправным разделом математики, оказывается не 
в состоянии конкурировать с ее цифровыми (ана-
литическими) методами, к которым приковано 
всеобщее внимание разработчиков и исследовате-
лей, благодаря высокой эффективности реализа-
ции таких методов в виде компьютерных про-
грамм и систем. Конечно, нельзя не вспомнить о 
том, что существуют программные и информаци-
онные средства и для популяризации геометриче-
ских знаний, и даже проведения исследований в 
различных областях, в которых геометрия играет 
основополагающую роль. Здесь же следует упомя-
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нуть успешные разработки множества систем ав-
томатизации проектирования, обеспечения про-
изводственной деятельности, в которых геомет-
рические понятия и средства широко используют-
ся для проектирования формы изделий и выпол-
нения сопутствующих расчетов. Однако, при всем 
совершенстве и разнообразии таких средств, гео-
метрическое моделирование в них используется 
весьма утилитарно и ограниченно. В этой связи 
мы даже становимся свидетелями подмены поня-
тий: во многих литературных источниках, посвя-
щенных т.н. «геометрическому моделированию» 
мы можем не обнаружить ни одного чертежа – од-
ни аналитические формулы, что, вообще говоря, 
должно было бы называться аналитическим мо-
делированием геометрии. То есть происходит 
подмена философских понятий предмета и метода 
научной дисциплины. Но ведь по сути геометриче-
ское моделирование – это процесс создания опи-
саний окружающей действительности на языке 
геометрии, а не аналитики! 

Геометрическое моделирование – это совер-
шенно равноправный и универсальный метод 
научного познания, наряду со всеми другими из-
вестными, и, может быть, еще не существующими 
методами моделирования. В отличие от аналити-
ки, геометрия обладает неоспоримым преимуще-
ством, заключающемся в способности доставлять 
человеку информацию о моделях окружающего 
мира через зрительный канал. Геометрия образна 
и визуальна, и поэтому к ней обращены взоры 
многих исследователей, стремящихся представить 
результаты своих достижений в наглядной, до-
ступной для понимания форме. И, без сомнения, 
это стремление показывает впечатляющие ре-
зультаты. Однако, сущность геометрии заключа-
ется не только в этом. Предоставляя возможность 
оперирования наглядными образами и представ-
лениями, геометрическая наука позволяет иссле-
довать сложнейшие закономерности мироздания, 
дает возможность заглянуть в миры, которые не-
доступны обычному человеческому взору. В том 
числе, в многомерные миры. Складывается пара-
доксальная ситуация: с одной стороны, геометри-
ческая интерпретация – это шанс осознать нечто, 
заглянув туда, где обычным глазом ничего не 
видно, ощутить то, что не осязаемо. С другой сто-
роны, выстраивание логических умозаключений в 
геометрии требует специальных знаний, умения 
мыслить абстрактными образами и, конечно же, 
тренировки. На пути к овладению этими знаниями 
немало проблем, и основная из них – это высокая 
трудоемкость достижения результата.  

В частности, одна из проблем – это существова-
ние в математических задачах мнимых решений 
[1, 2], которые относительно легко воспринима-
ются как результат математических действий, но 
не находят должного понимания в системе гео-
метрических представлений. 

Несмотря на то, что мнимые образы в геомет-
рии не являются чем-то концептуально новым, 
практическое использование таких образов за-
труднено, поскольку их отображение на действи-
тельной плоскости требует косвенных визуальных 
интерпретаций и выполнения множества допол-
нительных операций. Еще в 1847 г. Штаудт в [3] 
сформулировал теорию мнимых элементов при-
менительно к проективной геометрии и предло-
жил, в частности, косвенно отображать мнимые 
точки четверками действительных точек на пря-
мой линии. Несмотря на действенность такого 
подхода и принципиальную возможность опери-
рования мнимыми образами через заменяющие их 
реперы, практическая целесообразность таких 
замен может быть оценена по достоинству лишь в 
узком кругу специалистов, имеющих соответ-
ственную геометрическую подготовку. И, следова-
тельно, такому подходу вряд ли найдется место в 
практике повседневного инженерного проектиро-
вания в среде людей, не знакомых со специальны-
ми разделами геометрии. 

Высокая трудоемкость воплощения теоретиче-
ских моделей в практически значимые расчетные 
приложения, недопонимание их сути и, вследствие 
этого, отсутствие ясного представления о сферах 
приложения этих моделей к реальному проекти-
рованию, в конце концов, влекут за собой и сни-
жение интереса к проведению научных изысканий 
в области конструктивного геометрического мо-
делирования. Отсюда также проистекает и недо-
статочное внимание разработчиков САПР и систем 
автоматизации научных исследований к созданию 
компьютеризированных инструментов, пригод-
ных для работы с геометрическими объектами 
мнимой природы. 

По изложенным выше причинам рассчитывать 
на успех в деле разработки конструктивных гео-
метрических моделей, учитывающих и действи-
тельные, и мнимые геометрические образы, на 
основе традиционных методов исполнения и ви-
зуализации этих моделей в виде графических схем, 
не приходится. Нет сомнения в том, что пришло 
время отказаться от прочно укоренившегося сте-
реотипа, навязывающего понимание науки «гео-
метрия» как системы знаний о действиях, выпол-
няемых с помощью циркуля и линейки. Необходи-
мо перейти к иной парадигме. Средства компью-
терного моделирования позволяют создавать и 
практически применять новые виртуальные ин-
струменты с ранее недоступной исследователям 
функциональностью, которые способны придать 
мощный импульс научным изысканиям в области 
конструктивной геометрии и, соответственно, 
расширить сферы практического приложения 
геометрического метода. Более того, и традици-
онные инструменты в компьютерном исполнении 
приобретают новые качества. Например, компью-
теризированный циркуль относительно несложно 
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наделить способностью проводить не только при-
вычные действительные окружности, но и окруж-
ности мнимого радиуса в мнимом центре, причем 
геометрическая сущность самого действия – про-
ведение окружности – от этого не претерпевает 
никаких изменений. Этот подход исключительно 
важен и ценен тем, что геометрия, приобретающая 
подобные инструменты, в глазах осведомленного 
практика становится по-настоящему полной и 
значимой. 

Концепция создания виртуальных геометриче-
ских инструментов, помимо совершенствования 
геометрической теории, основанной на понимании 
геометрических конструкций как преобразовате-
лей информации – геометрических машин [4], вле-
чет за собой и развитие нового направления науч-
ных исследований. Его предметом являются ин-
формационные системы представления данных, 
выраженных в геометрической форме, и средства 
управления ими посредством визуального графи-
ческого интерфейса. Практическим результатом 
этих исследований должна стать разработка ин-
формационных систем, предназначенных для авто-
матизации представления и приложения геометри-
ческих знаний, реализации конструктивных гео-
метрических моделей в виде действующих компь-
ютерных программ, готовых к применению в тех 
областях человеческой деятельности, в которых 
визуализация является неотъемлемой частью про-
цессов познания, проектирования и управления. 
Новые информационные средства позволяют 
сформулировать и развивать концепцию геометри-
ческого эксперимента, предназначенного для про-
верки научных гипотез и изучения ранее неизвест-
ных свойств геометрических конструкций [5–8]. 

Одной из практически важных задач для проек-
тирования сетей мобильной связи являются зада-
чи позиционирования и зонирования. Геометри-
ческие основы этих задач известны под такими 
названиями, как «Поиск ближайшего соседа», по-
строение диаграммы Вороного, триангуляции Де-
лоне, диаграммы Мебиуса и Аполлония. Известные 
в настоящее время алгоритмы расчета соответ-
ственных геометрических образов являются ин-
формационно насыщенными, ресурсоемкими и 
разработаны только для двумерных и трехмерных 
пространств [9, 10]. Решение подобных задач в 
пространствах более высоких размерностей, в ко-
торых можно было бы учитывать не только чисто 
геометрические характеристики физического про-
странства, но и прочие физические характеристи-
ки, затруднено в связи с отсутствием средств для 
решения задач подобного рода, а также в связи с 
проблемами, связанными с отсутствием методов 
визуализации и управления такими моделями. 
Более того, известные методы не вскрывают про-
ективную сущность этих задач и не касаются про-
блем существования в них мнимых образов. Одна-
ко, как показывают проведенные исследования, 

все эти задачи имеют единый теоретический фун-
дамент. Их геометрические основания, базируются 
на понятиях проективной геометрии, преобразо-
вании инверсии, радикальных пространств, пред-
ставленных в единстве в хорошо известной, но 
недостаточно исследованной задаче Аполлония, 
речь о которой пойдет далее в статье.  

Задача Аполлония, рассматриваемая в данной 
статье как пример, иллюстрирующий высказан-
ные соображения, являет собой исключительно 
изящный и убедительный образец единства гео-
метрической природы действительных и мнимых 
образов. Учет этого единства позволяет разрабо-
тать и применять всего один общий конструктив-
ный алгоритм ее решения, свободный от частных 
исключений, неизбежно присутствующих в ранее 
известных алгоритмах. 

Впервые задача о сопряжении окружностей бы-
ла сформулирована и решена Аполлонием Перг-
ским примерно в 220 г. до н. э. Частичное решение 
задачи Аполлония о построении круга, касающего-
ся трех данных, Франсуа Виет представил в сочи-
нении Apollonius Gallus (1600) [11]. Как известно, 
решение Виета не подходит для случая внешних 
касаний. Жозеф Диас Жергонн в 1816 г. разрабо-
тал изящное решение этой задачи. Многие аспек-
ты решения данной задачи и ряда смежных про-
блем приводятся в работах [4, 12–23]. 

В классической постановке задача Аполлония 
формулируется следующим образом: пусть на 
плоскости даны три несовпадающие и неконцен-
трические в парах окружности; требуется постро-
ить пару окружностей, сопрягающих три заданные 
окружности. В плоскости задача имеет четыре 
различные решения – четыре пары окружностей, 
сопрягающих заданные. Условие задачи легко рас-
пространяется и на пространства больших раз-
мерностей. В трехмерном пространстве задача бу-
дет сформулирована применительно к сферам. В 
данной статье мы распространим формулировку 
задачи на четырехмерное пространство. 

Как уже говорилось, теоретически задача Аппо-
лония имеет не только вещественные, но и мни-
мые решения, которые не удается представить в 
приемлемой визуальной форме, пригодной для 
выполнения дальнейших операций над получае-
мыми мнимыми образами с помощью традицион-
ных инструментальных средств. Позиционные 
отношения, возникающие между исходными 
окружностями (или гиперсферами в многомерных 
случаях), приводят к появлению исключительных 
ситуаций, при которых построение касательных 
окружностей (гиперсфер) оказывается невозмож-
ным. Более того, сама задача Аполлония, в прин-
ципе, может быть поставлена над исходными дан-
ными, имеющими мнимую природу, что еще силь-
нее усугубляет ситуацию. Однако, как уже было 
сказано ранее, эти исключения обусловлены толь-

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B0%D0%B4%D0%B0%D1%87%D0%B0_%D0%90%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%BB%D0%BE%D0%BD%D0%B8%D1%8F
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ко инструментальными ограничениями геометри-
ческой науки, решения которой принято оформ-
лять в виде чертежей простейшими средствами – 
циркулем и линейкой. Еще раз подчеркнем, что на 
сам предмет науки эти ограничения оказывать 
влияние не могут. Но техническая невозможность 
оперативной работы с мнимыми геометрическими 
образами лишает поиск теоретических обобще-
ний, направленных на выявление геометрической 
сущности данной задачи, практического смысла, 
не позволяет рассматривать ее как цельное звено 
единой геометрической системы. 

Ниже мы рассмотрим ряд теоретических поло-
жений и методов использования компьютерных 
средств визуализации и проектирования геомет-
рических моделей, которые позволят найти не 
только общее проективное решение задачи Апол-
лония, но и в равной степени распространить 
принцип ее решения на пространства высших 
размерностей на примере четвертой [3, 4, 24, 25]. 
Причем для решения задач в многомерных про-
странствах нам понадобятся только средства 
плоской геометрии. В рассматриваемых алгорит-
мах будут учтены и мнимые решения, и возмож-
ность задания в качестве исходных данных объек-
тов с чисто мнимыми и комплексными значения-
ми. Проектирование и исследование алгоритмов, а 
также визуальное сопровождение этого процесса 
осуществляется в среде системы конструктивного 
геометрического моделирования Симплекс [6]. 
Изучение теоретического материала, представ-
ленного в статье, предполагает базовое знаком-
ство читателя с основами проективной геометрии 
[24, 26] и теорией функции комплексного пере-
менного. 

 
2. Теоретические предпосылки решения  
аналогов задачи Аполлония на примере  
двумерного пространства 

Пусть на плоскости заданы три произвольные 
(но не концентрические в парах) окружности 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 
𝑐𝑐. Найдем центры этих окружностей 𝐶𝐶𝑎𝑎⊙𝑎𝑎, 𝐶𝐶𝑏𝑏⊙𝑏𝑏 и 
𝐶𝐶𝑐𝑐⊙𝑐𝑐. Построим треугольник, взяв полученные 
точки за вершины. В предположении, что стороны 
треугольника 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∘ 𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∘ 𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∘
𝐶𝐶𝐶𝐶 являются бесконечными прямыми, пересечем 
стороны с окружностями, через центры которых 
они проходят: 

𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 × 𝑎𝑎;    𝐵𝐵1 ,𝐵𝐵2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 × 𝑏𝑏;    𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 × 𝑎𝑎; 
𝐷𝐷1,𝐷𝐷2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 × 𝑐𝑐;    𝐸𝐸1,𝐸𝐸2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 × 𝑏𝑏;    𝐹𝐹1,𝐹𝐹2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 × 𝑐𝑐. 

Определим на прямых три инволюции [24, 26]:  

η1|𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐴𝐴1;𝐵𝐵1
𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐴𝐴2;𝐵𝐵2

,    η2|𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐶𝐶1;𝐷𝐷1
𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐶𝐶2;𝐷𝐷2

    и    η3|𝑏𝑏𝑏𝑏;𝐸𝐸1;𝐹𝐹1
𝑏𝑏𝑏𝑏;𝐸𝐸2;𝐹𝐹2

,  

где двойные точки инволюций 𝑈𝑈1,𝑈𝑈2 = η1
2

; 𝑉𝑉1,𝑉𝑉2 =
= η2

2
; 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 = η3

2
.  

Выбрав любые три точки из полученных шести, 
построим на них окружность 𝑑𝑑 = 𝑈𝑈1 ∘ 𝑉𝑉1 ∘ 𝑊𝑊1. 
Окружность 𝑑𝑑 является ортогональной к исход-
ным окружностям 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐. 

Воспользуемся теперь следующими инволюци-
ями, определенными точками пересечения окруж-
ностей с соответственными сторонами треуголь-
ника. Определим их: 

ζ1|𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐴𝐴1;𝐴𝐴2
𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐵𝐵2;𝐵𝐵1

,    ξ1|𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐴𝐴1;𝐴𝐴2
𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐵𝐵1;𝐵𝐵2

,    ζ2|𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐶𝐶1;𝐶𝐶2
𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐷𝐷2;𝐷𝐷1

,  

 
ξ2|𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐶𝐶1;𝐶𝐶2
𝑎𝑎𝑎𝑎;𝐷𝐷1;𝐷𝐷2

,    ζ3|𝑏𝑏𝑏𝑏;𝐸𝐸1;𝐸𝐸2
𝑏𝑏𝑏𝑏;𝐹𝐹2;𝐹𝐹1

,    ξ3|𝑏𝑏𝑏𝑏;𝐸𝐸1;𝐸𝐸2
𝑏𝑏𝑏𝑏;𝐹𝐹1;𝐹𝐹2

. 

Построим двойные точки инволюций:  

𝐺𝐺1,𝐺𝐺2 = ζ1
2

,    𝐻𝐻1 ,𝐻𝐻2 = ξ1
2

,    𝐼𝐼1, 𝐼𝐼2 = ζ2
2

,  
 

𝐽𝐽1, 𝐽𝐽2 = ξ2
2

,    𝐾𝐾1,𝐾𝐾2 = ζ3
2

,    𝐿𝐿1, 𝐿𝐿2 = ξ3
2

, 

каждая пара двойных точек, взятых как диамет-
ральные, задает окружности (вещественные 
и/или мнимые): 𝑔𝑔 = 𝐺𝐺1 ∘ 𝐺𝐺2; ℎ = 𝐻𝐻1 ∘ 𝐻𝐻2; 𝑖𝑖 = 𝐼𝐼1 ∘ 𝐼𝐼2; 
𝑗𝑗 = 𝐽𝐽1 ∘ 𝐽𝐽2; 𝑘𝑘 = 𝐾𝐾1 ∘ 𝐾𝐾2; 𝑙𝑙 = 𝐿𝐿1 ∘ 𝐿𝐿2. Найдем центры 
полученных окружностей 𝐶𝐶𝑔𝑔⊙𝑔𝑔 , 𝐶𝐶ℎ⊙ℎ, 𝐶𝐶𝑖𝑖⊙𝑖𝑖 , 𝐶𝐶𝑗𝑗⊙𝑗𝑗, 
𝐶𝐶𝑘𝑘⊙𝑘𝑘 , 𝐶𝐶𝑙𝑙⊙𝑙𝑙 . На этих точках построим четыре оси 
подобия окружностей: 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∘ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∘ 𝐶𝐶𝐶𝐶; ℎ𝑗𝑗𝑗𝑗 =
=  𝐶𝐶ℎ ∘ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∘ 𝐶𝐶𝐶𝐶; ℎ𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝐶𝐶ℎ ∘ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∘ 𝐶𝐶𝐶𝐶; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∘ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∘ 𝐶𝐶𝐶𝐶. 

Продемонстрируем действие алгоритма постро-
ения пары окружностей, касательных к заданным 
окружностям 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐 на примере использования 
оси подобия 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔. Остальные решения могут быть 
легко получены заменой оси подобия 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 на необ-
ходимую. 

Будем считать ось подобия 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 окружностью 
бесконечно большого радиуса. Проведем три 
окружности перпендикулярно к 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑑𝑑 и каждой из 
исходных окружностей 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐: 

𝑟𝑟: 𝑟𝑟 ⊥ 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑟𝑟 ⊥ 𝑑𝑑, 𝑟𝑟 ⊥ 𝑎𝑎; 
𝑠𝑠: 𝑠𝑠 ⊥ 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑠𝑠 ⊥ 𝑑𝑑, 𝑠𝑠 ⊥ 𝑏𝑏; 
𝑡𝑡: 𝑡𝑡 ⊥ 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑡𝑡 ⊥ 𝑑𝑑, 𝑡𝑡 ⊥ 𝑐𝑐, 

найдем точки пересечения полученных окружно-
стей с соответствующими им исходными окружно-
стями: 𝑅𝑅1,𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎 × 𝑟𝑟; 𝑆𝑆1, 𝑆𝑆2 = 𝑏𝑏 × 𝑠𝑠; 𝑇𝑇1,𝑇𝑇2 = 𝑡𝑡 × 𝑐𝑐. 
Соединив полученные точки, получаем искомые 
окружности (рисунок 1): 

𝑒𝑒1 = 𝑅𝑅1 ∘ 𝑆𝑆1 ∘ 𝑇𝑇1, 
𝑒𝑒2 = 𝑅𝑅2 ∘ 𝑆𝑆2 ∘ 𝑇𝑇2. 

Порядок выбора точек требует некоторых пояс-
нений. Окружность 𝑑𝑑 является окружностью ин-
версии для только что построенных окружностей 
𝑒𝑒1 и 𝑒𝑒2. Центр этой окружности является ради-
кальным центром системы окружностей 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐. 
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Рис. 1. Геометрическая модель, вскрывающая проекционный характер решения задачи Аполлония 
 

Пары точек (𝑅𝑅1 − 𝑅𝑅2), (𝑇𝑇1 − 𝑇𝑇2) и (𝑆𝑆1 − 𝑆𝑆2) распо-
ложены на прямых, проходящих через радикаль-
ный центр, и разделяются окружностью 𝑑𝑑. Вслед-
ствие этого, перечисленные точки могут быть 
упорядочены, и точкам, находящимся в единой 
области, разграниченной окружностью 𝑑𝑑, должен 
быть предписан одноименный индекс. Тогда со-
единение точек в окружность подчинено следую-
щему правилу: если центры сопрягаемых окруж-
ностей находятся в общей полуплоскости, разгра-
ниченной осью подобия окружностей, то окружно-
сти сопряжения проходят через точки с одно-
именными индексами. Если какая-либо из окруж-
ностей имеет центр, расположенный в противопо-
ложной полуплоскости, то индекс точки, через ко-
торую проходит сопрягаемая окружность, проти-
воположен индексам точек, соответствующих 
окружностям противоположной полуплоскости. 

Несмотря на логическую правомерность приве-
денных утверждений, применение алгоритма вы-
явления троек точек, определяющих касательные 
окружности, сопряжено с выполнением ряда 
усложненных операций, в особенности в тех слу-
чаях, когда в операциях участвуют объекты с ком-
плексными значениями. Рассмотрим преобразова-
ние геометрической конструкции задачи, позво-
ляющей свести операцию селекции точек к срав-
нению всего двух расстояний. Для решения этой 
задачи сформулируем и докажем вспомогатель-
ную лемму. 

Лемма: На плоскости даны две окружности 𝑎𝑎 и 
𝑏𝑏. Пусть также центр некоторой окружности 𝑐𝑐 
находится на окружности 𝑚𝑚, переводящей в инду-
цируемом ею преобразовании инверсии 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 друг 
в друга. Тогда образы 𝑎𝑎′ и 𝑏𝑏′ окружностей 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 в 

этом преобразовании имеют одинаковый радиус 
(рисунок 2). 

Вначале рассмотрим конструкцию более общего 
вида: на плоскости имеются две окружности 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏; 
построим окружности инверсии 𝑚𝑚,𝑛𝑛 = 𝑖𝑖(𝑎𝑎, 𝑏𝑏), пе-
реводящие окружности 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 друг в друга. 

 
Рис. 2. Принцип получения окружностей равного радиуса  

в преобразовании инверсии (плоская модель) 

Выберем на плоскости произвольную окруж-
ность 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (рисунок 3). Преобразуем в инверсии, 
индуцированной окружностью 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖, окружности 𝑎𝑎 
и 𝑏𝑏, а также производные от них окружности 𝑚𝑚 и 𝑛𝑛. 
В результате будут получены образы: 
𝑎𝑎′ = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣"𝑎𝑎 ,    𝑏𝑏′ = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣"𝑏𝑏 ,    𝑚𝑚′ = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣"𝑚𝑚,    𝑛𝑛′ = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣"𝑛𝑛. 

Поскольку инверсия является конформным 
преобразованием, в образах транзитивно сохра-
нится отношение инверсии 𝑎𝑎′ = 𝑚𝑚′"𝑏𝑏′; 𝑏𝑏′ = 𝑚𝑚′"𝑎𝑎′; 
𝑎𝑎′ = 𝑛𝑛′"𝑏𝑏′; 𝑏𝑏′ = 𝑛𝑛′"𝑎𝑎′. 
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Рис. 3. Геометрическая схема, поясняющая принцип  

получения образов исходных окружностей относительно 
произвольной окружности в плоскости 

Пусть теперь окружность 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 расположится так, 
что ее центр будет находиться на окружности 𝑚𝑚. В 
этом случае окружности 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 также переходят в 
окружности 𝑎𝑎′ и 𝑏𝑏′, а окружность 𝑚𝑚 переходит в пря-
мую 𝑚𝑚′, так как она (𝑚𝑚) проходит через центр 𝐶𝐶 
окружности 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 по условию задачи. Поэтому прямая 
𝑚𝑚′ выполняет функции окружности инверсии, пере-
водящей 𝑎𝑎′ в 𝑏𝑏′ и наоборот, но в этом случае она яв-
ляется также и осью симметрии этих окружностей, 
следовательно, преобразование окружностей 𝑎𝑎′ в 𝑏𝑏′ 
возможно только в том случае, если радиусы этих 
окружностей равны (рисунок 4). Лемма доказана. 

 
Рис. 4. Геометрическая схема к доказательству равенства 

радиусов образов окружностей в преобразовании инверсии 
в соответствии с условиями леммы (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟏𝟏

𝟐𝟐 ) 

Вернемся к задаче Аполлония. Пусть теперь да-
ны три окружности 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐 (рисунок 5). Построим 
окружности инверсии для пары 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏: 𝑎𝑎𝑏𝑏1, 𝑎𝑎𝑏𝑏2 =
=  𝑖𝑖(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) и для пары (𝑎𝑎 − 𝑐𝑐): 𝑎𝑎𝑐𝑐1, 𝑎𝑎𝑐𝑐2 = 𝑖𝑖(𝑎𝑎, 𝑐𝑐). По-
строим радикальную ось 𝑣𝑣, например, окружно-
стей 𝑎𝑎𝑏𝑏1 и 𝑎𝑎𝑐𝑐1. Найдем точки пересечения ради-
кальной оси с одной из окружностей, например, 

𝑇𝑇1,𝑇𝑇2 = 𝑎𝑎𝑏𝑏1 × 𝑣𝑣. Проведем окружность 𝑡𝑡 произ-
вольного радиуса с центром в точке 𝑇𝑇1. Тогда в со-
ответствии с доказанной леммой исходные 
окружности 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 и 𝑐𝑐 будут переведены в преобра-
зования инверсии, индуцированной окружностью 
𝑡𝑡, в окружности-образы 𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′, 𝑐𝑐′ одинакового ради-
уса, который обозначим через 𝑟𝑟. Переведенная в 
образы, задача Аполлония может быть решена 
очень просто, так как построение касательных 
окружностей к трем окружностям одинакового 
радиуса тривиально. Проведем окружность 𝑗𝑗 через 
центры 𝐶𝐶𝐶𝐶′⊙𝑎𝑎′, 𝐶𝐶𝐶𝐶′⊙𝑏𝑏′, 𝐶𝐶𝐶𝐶′⊙𝑐𝑐′ окружностей 𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′, 𝑐𝑐′. 
Поскольку ось подобия, образованная точками 
пересечения «внешних» касательных к окружно-
стям 𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′, 𝑐𝑐′ – суть бесконечно удаленная прямая, 
то окружности, проводимые ортогонально к оси 
подобия, к окружности, ортогональной сопрягае-
мой, и каждой окружности из тройки сопрягаемых 
окружностей, имеют бесконечно большой радиус 
и могут быть представлены прямыми линиями, 
проходящими через центры сопрягаемых окруж-
ностей и центр ортогональной окружности. Заме-
тим, что в случае одинаковых радиусов окружно-
стей 𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′, 𝑐𝑐′ центр ортогональной окружности и 
центр окружности, проведенной через центры 
𝐶𝐶𝐶𝐶′⊙𝑎𝑎′, 𝐶𝐶𝐶𝐶′⊙𝑏𝑏′, 𝐶𝐶𝐶𝐶′⊙𝑐𝑐′, совпадают.  

 
Рис. 5. Геометрическая схема, поясняющая способ  

нахождения окружности инверсии, преобразующей три 
произвольные окружности в окружности равного радиуса, 

решение задачи Аполлония в образах и обратное  
преобразование промежуточного решения (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟏𝟏

𝟐𝟐 ) 

Возьмем центры 𝐶𝐶𝐶𝐶′⊙𝑎𝑎′, 𝐶𝐶𝐶𝐶′⊙𝑏𝑏′, 𝐶𝐶𝐶𝐶′⊙𝑐𝑐′, 𝑂𝑂⊙𝑗𝑗  и 
проведем прямые линии: 

𝑜𝑜𝑜𝑜′ = 𝐶𝐶𝐶𝐶′ ∘ 𝑂𝑂, 𝑜𝑜𝑜𝑜′ = 𝐶𝐶𝐶𝐶′ ∘ 𝑂𝑂,𝑜𝑜𝑐𝑐′ = 𝐶𝐶𝑐𝑐′ ∘ 𝑂𝑂, 

где соблюдено условие равенства расстояний 
|𝐶𝐶𝐶𝐶′ ∘ 𝑂𝑂| = |𝐶𝐶𝐶𝐶′ ∘ 𝑂𝑂| = |𝐶𝐶𝐶𝐶′ ∘ 𝑂𝑂| = 𝑅𝑅. Найдем точки 
пересечения прямых с окружностями-образами:  

𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 = 𝑜𝑜𝑜𝑜′ × 𝑎𝑎′, 𝐵𝐵1,𝐵𝐵2 = 𝑜𝑜𝑜𝑜′ × 𝑏𝑏′, 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 = 𝑜𝑜𝑐𝑐′ × 𝑐𝑐′, 

пары точек (𝐴𝐴1 − 𝐴𝐴2); (𝐵𝐵1 − 𝐵𝐵2) и (𝐶𝐶1 − 𝐶𝐶2) разгра-
ничены ортогональной окружностью 𝑗𝑗. При этом 
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каждая точка пары, находясь на прямой, проходя-
щей через центр 𝑂𝑂, удалена на расстояние радиуса 
окружности 𝑟𝑟. Это обстоятельство позволяет рас-
пределить точки по критерию удаления точек от 
точки 𝑂𝑂 на расстояния вида 𝑅𝑅 ± 𝑟𝑟. После выбора 
троек точек (например, 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 и 𝐴𝐴2,  𝐵𝐵2,  𝐶𝐶2) 
остается лишь провести через них пару окружно-
стей 𝑒𝑒′1 = 𝐴𝐴1 ∘ 𝐵𝐵1 ∘ 𝐶𝐶1 и 𝑒𝑒′2 = 𝐴𝐴2 ∘ 𝐵𝐵2 ∘ 𝐶𝐶2 и выпол-
нить операцию инверсии над этими окружностя-
ми относительно окружности 𝑡𝑡, чтобы получить 
окружности сопряжения 𝑒𝑒1 = 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖′1  и 𝑒𝑒2 = 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖′2  по 
исходным данным задачи. 

Представленный алгоритм не претерпевает 
принципиальных изменений в тех случаях, когда 
для нахождения остальных решений задачи во 
взаимодействие вступают незадействованные в 
приведенном примере окружности инверсии (воз-
можно, мнимые), порожденные от пар исходных 
окружностей. Так или иначе, задача будет сведена 
к построению трех (возможно, мнимых) окружно-
стей равного радиуса, что позволит разграничить 
точки в образах сопряжений и, получив промежу-
точное решение, преобразовать его к естествен-
ному виду исходной задачи. 

Совершенно по тому же принципу могут быть 
решены и аналоги задачи Аполлония, сформули-
рованные в терминах многомерного пространства. 
На рисунке 6 представлена обобщенная блок-
схема алгоритма решения этой задачи для про-
странства произвольной размерности. Разумеется, 
под термином «сфера» следует понимать гипер-
сферу соответственной размерности, в том числе 
окружность, сферу, гиперсферу и т.д. 

Таким образом, задачу Аполлония можно счи-
тать полностью решенной. Достоинство представ-
ленного метода заключается в том, что решение 
этой задачи не зависит от расположения исходных 
окружностей и всегда исполняется по одному и 
тому же алгоритму. Более того, алгоритм инвари-
антен к виду исходных данных, он оказывается 
пригодным для решения задачи и в том случае, 
если исходные окружности не являются веще-
ственными, то есть они могут обладать мнимыми 
радиусами и центрами в любых комбинациях. Да-
лее в статье будет представлено решение задачи, 
сформулированное в терминах четырехмерного 
пространства. Для ее геометрического представ-
ления будут использованы три проекционные мо-
дели: 𝐺𝐺2,3

4  – представление четырехмерного про-
странства на плоской картине в трех полях; 𝐺𝐺2,2

3  – 
представление трехмерного пространства на 
плоской картине в двух полях (метод двух изоб-
ражений – эпюр Монжа) и 𝐺𝐺1,1

2  – обычное плоское 
изображение [4]. На приводимых чертежах сплош-
ной линией отображается первая проекция того 
или иного геометрического образа, штриховой 
линией – вторая и пунктирной линией – третья 
проекции. 

Начало
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I=2

Построение  
сфер инверсии 

для первой и i-ой 
сферы

I=I+1

I больше 
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радикального 

центра
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Рис. 6. Блок-схема алгоритма решения аналога задачи 
Аполлония в пространстве произвольной размерности 

 
3. Алгоритмическое обеспечение для решения 
аналога задачи Аполлония в четырехмерном 
пространстве 

3.1. Алгоритм построения гиперсфер инверсии 
двух гиперсфер (alg1) 

Пусть имеются две гиперсферы δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и 
γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3) (рисунок 7). Требуется найти две ги-
персферы σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) и ρ(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2, 𝑟𝑟3), переводящие 
гиперсферы δ и γ в инверсии относительно и σ, и ρ 
друг в друга.  

Построим в шестом поле проекции очерки сфер 
δ и γ: 𝑑𝑑6 и 𝑔𝑔6. Поскольку в системе проекций, обо-
значенной осью 𝑥𝑥46 линия (𝑜𝑜4, 𝑜𝑜6) является линией 
уровня, а проекция 𝑜𝑜6 изображена в натуральную 
величину, то в проекции окружности инверсий 𝑠𝑠6 
и 𝑟𝑟6, переводящие очерки-окружности 𝑑𝑑6 и 𝑔𝑔6 друг 
в друга, могут быть легко найдены, как результат 
решения плоской задачи. Определив центры 𝐶𝐶𝑑𝑑6 и 
𝐶𝐶𝑟𝑟6 этих окружностей, инцидентных 𝑜𝑜6 = 𝐶𝐶𝑔𝑔6 ∘
𝐶𝐶𝑑𝑑6, а также их радиусы, не составит труда найти 
центры 𝐶𝐶𝑠𝑠1, 𝐶𝐶𝑠𝑠2, 𝐶𝐶𝑠𝑠3 и 𝐶𝐶𝑟𝑟1, 𝐶𝐶𝑟𝑟2, 𝐶𝐶𝑟𝑟3 искомых гипер-
сфер σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) и ρ(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2, 𝑟𝑟3) в исходных полях, а 
также построить их очерки. Итак, входными пара-
метрами алгоритма являются очерки гиперсфер 
δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3), а выходными – очерки 
искомых гиперсфер σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) и ρ(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2, 𝑟𝑟3). 
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Рис. 7. Схема геометрической машины, предназначенной 
для построения сфер инверсии для двух произвольных 

сфер на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒  

 
3.2. Алгоритм построения радикальных  
пространств двух гиперсфер (alg2) 

Пусть имеются две гиперсферы δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и 
γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3). Требуется найти радикальное про-
странство двух гиперсфер (рисунок 8).  

Поскольку радикальное пространство перпен-
дикулярно прямой линии 𝑜𝑜, соединяющей центры 
гиперсфер δ и γ, то такое пространство изобразит-
ся в виде прямой линии-следа в том поле проек-
ций, в котором линия 𝑜𝑜 будет изображена в нату-
ральную величину. По аналогии с предыдущим 
алгоритмом, переведем очерки сфер в шестое по-
ле, где линия, соединяющая их центры, является 
проекцией линии уровня, изображена в натураль-
ную величину. Тогда след радикального простран-
ства будет совпадать с радикальной осью β6 = 𝑒𝑒𝑉𝑉46 
окружностей 𝑑𝑑6 и 𝑔𝑔6, а точка 𝑉𝑉6 в шестом поле про-
екций будет моделировать проекцию точки 𝑉𝑉 пе-
ресечения радикального пространства β с прямой, 
соединяющей центры гиперсфер. Восстановив 
проекции точки 𝑉𝑉 в исходных полях, проведем че-
рез нее прямые линии, определяющие репер ради-
кального пространства β. Поскольку радикальное 
пространство ортогонально к прямой 𝑜𝑜, то потре-
буется построить три взаимных перпендикуляра, 
проходящих через точку 𝑉𝑉. В соответствии с прин-
ципом изображения прямых углов на ортогональ-

ных проекциях, проведем проекции трех линий 
репера трехмерного пространства: 

первая прямая 
𝑝𝑝𝑉𝑉1: 𝑝𝑝𝑉𝑉1 ⊥ 𝑜𝑜1,   𝑝𝑝𝑉𝑉1~𝑉𝑉1,   ℎ𝑉𝑉2: ℎ𝑉𝑉2~𝑉𝑉2, 
ℎ𝑉𝑉2 ∥ 𝑥𝑥123,   ℎ𝑉𝑉3: ℎ𝑉𝑉3~𝑉𝑉3,   ℎ𝑉𝑉3 ∥ 𝑥𝑥123; 

  
вторая прямая 

ℎ𝑉𝑉1: ℎ𝑉𝑉1~𝑉𝑉1,   ℎ𝑉𝑉1, ∥ 𝑥𝑥123,   𝑝𝑝𝑉𝑉2: 𝑝𝑝𝑉𝑉2 ⊥ 𝑜𝑜2,  
𝑝𝑝𝑉𝑉2~𝑉𝑉2,   ℎ𝑉𝑉3: ℎ𝑉𝑉3~𝑉𝑉3,   ℎ𝑉𝑉3 ∥ 𝑥𝑥123;  

   
третья прямая 

ℎ𝑉𝑉1: ℎ𝑉𝑉1~𝑉𝑉1,   ℎ𝑉𝑉1 ∥ 𝑥𝑥123,   ℎ𝑉𝑉2: ℎ𝑉𝑉2~𝑉𝑉2, 
ℎ𝑉𝑉2 ∥ 𝑥𝑥123, 𝑒𝑒𝑉𝑉345: 𝑒𝑒𝑉𝑉345 ⊥ 𝑥𝑥345, 𝑒𝑒𝑉𝑉345~𝑉𝑉3. 

 
Входными параметрами алгоритма являются 

очерки проекций двух гиперсфер δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и 
γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3), а выходными – три прямые репера 
пространства:  
β�(𝑝𝑝𝑉𝑉1, ℎ𝑉𝑉2, ℎ𝑉𝑉3), (ℎ𝑉𝑉1, 𝑝𝑝𝑉𝑉2,ℎ𝑉𝑉3), (ℎ𝑉𝑉1, ℎ𝑉𝑉2, 𝑒𝑒𝑉𝑉345)�. 

 
Рис. 8. Схема геометрической машины, предназначенной 

для построения радикального пространства двух  
произвольных гиперсфер на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒  
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3.3. Алгоритм построения прямой линии  
от пересечения трех трехмерных пространств  
в четырехмерном пространстве (alg3) 

Пусть имеется три трехмерные пространства α, 
β и γ. Требуется построить линию их пересечения 
(рисунок 9).  

Пусть плоскости α, β и γ заданы реперными 
элементами:  

α�(𝑝𝑝𝐴𝐴1, ℎ𝐴𝐴2, ℎ𝐴𝐴3), (ℎ𝐴𝐴1, 𝑝𝑝𝐴𝐴2, ℎ𝐴𝐴3), (ℎ𝐴𝐴1, ℎ𝐴𝐴2,𝑝𝑝𝐴𝐴3)�; 
β�(𝑝𝑝𝐵𝐵1, ℎ𝐵𝐵2, ℎ𝐵𝐵3), (ℎ𝐵𝐵1, 𝑝𝑝𝐵𝐵2, ℎ𝐵𝐵3), (ℎ𝐵𝐵1, ℎ𝐵𝐵2 , 𝑝𝑝𝐵𝐵3)�; 
γ�(𝑝𝑝𝐶𝐶1, ℎ𝐶𝐶2, ℎ𝐶𝐶3), (ℎ𝐶𝐶1, 𝑝𝑝𝐶𝐶2, ℎ𝐶𝐶3), (ℎ𝐶𝐶1, ℎ𝐶𝐶2, 𝑝𝑝𝐶𝐶3)�. 

Ввиду большого количества однотипных по-
строений в данном алгоритме приведем лишь его 
основные укрупненные фрагменты, не вдаваясь в 
подробные детали конкретной реализации.  

Задача разбивается на два этапа. Этап первый: 
как известно, в четырехмерном пространстве два 

трехмерных пространства пересекаются по плос-
кости. Следовательно, выбрав две пары трехмер-
ных пространств α − β и α − γ, можно найти две 
плоскости от пересечения трехмерных про-
странств каждой пары: αβ = α × β и αγ = α × γ. Для 
решения этой задачи заключим одну из прямых 
репера первого пространства в дополнительное 
проецирующее пространство. След от такого про-
странства пересечет реперные прямые второго 
пространства в трех точках, что позволит постро-
ить модель плоскости и свести задачу к пересече-
нию первой прямой первого репера с этой плоско-
стью на модели трехмерного пространства 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟐𝟐

𝟑𝟑  с 
получением первой точки-результата. Повторив 
аналогичные действия со второй и третьей пря-
мой репера первого пространства, получим еще 
две точки, которые в совокупности с первой точ-
кой позволят определить плоскость αβ = α × β. 
Аналогично решается задача и для плоскости αγ =
= α × γ. 

Рис. 9. Схема геометрической машины, предназначенной для построения линии пересечения трех трехмерных  
пространств, расположенных в четырехмерном пространстве, на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒
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Поскольку каждая из полученных плоскостей 
инцидентна с одним и тем же трехмерным про-
странством α, т.е. αβ~α и αγ~α, то решение оконча-
тельной задачи можно свести к пересечению двух 
плоскостей в едином трехмерном пространстве. 

Этап второй: понизив размерность простран-
ства до третьего, найдем на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟐𝟐

𝟑𝟑  линию 
пересечения 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 плоскостей αβ и αγ: 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = αβ ×
×  αγ. Задача решается путем нахождения точек 
пересечения от первой и второй реперных прямых 
первой плоскости со второй с последующим про-
ведением проекций прямой линии через получен-
ные точки в полях, моделирующих трехмерное 
пространство. По свойствам инцидентности ре-
зультат дополняется недостающей проекцией в 
модели четырехмерного пространства 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 . 
Входными параметрами описанного алгоритма 

являются проекции реперов трех трехмерных про-
странств α, β и γ, выходным параметром – проек-
ции линии пересечения 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙. 

 
3.4. Алгоритм построения точки пересечения  
гиперсферы и прямой линии (alg4) 

Пусть в четырехмерном пространстве заданы 
гиперсфера δ и прямая линия 𝑜𝑜. Найдем пару то-
чек, являющихся результатом пересечения гипер-
сферы δ и прямой 𝑜𝑜 (рисунок 10). 

На проекционном чертеже гиперсфера δ задана 
тремя очерками – окружностями 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3. Прямая 
линия 𝑜𝑜 задана тремя проекциями 𝑜𝑜1, 𝑜𝑜2, 𝑜𝑜3. Про-
ведем через прямую линию 𝑜𝑜 проецирующее 
трехмерное пространство μ таким образом, чтобы 
в третьем поле она отобразилась следом, совпада-
ющим с проекцией прямой μ = 𝑜𝑜3. Такое простран-
ство высекает из гиперсферы δ в сферу γ, радиус 
которой равен длине хорды 𝑔𝑔3 = 𝐿𝐿3 ∘ 𝐾𝐾3, образо-
ванной точками пересечения прямой 𝑜𝑜3 и окруж-
ности 𝑑𝑑3: 𝐿𝐿3,𝐾𝐾3 = 𝑜𝑜3 × 𝑑𝑑3. 

Выбрав произвольно положение горизонталь-
ной оси 𝑥𝑥123, перейдем к новой системе проекций, 
в которой прямая 𝑜𝑜 представлялась бы линией 
уровня, для чего выберем новую ось проекций 
𝑥𝑥345 ∥ 𝑜𝑜3. Указав на прямой 𝑜𝑜 две произвольные, но 
не совпадающие точки 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3) и 𝐵𝐵(𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐵𝐵3): 

𝐴𝐴1 = 𝑜𝑜1 × 𝑒𝑒𝐴𝐴123, 𝐴𝐴2 = 𝑜𝑜2 × 𝑒𝑒𝐴𝐴123, 𝐴𝐴3 = 𝑒𝑒𝐴𝐴123 × 𝑜𝑜3; 
𝐵𝐵1 = 𝑜𝑜1 × 𝑒𝑒𝐵𝐵123, 𝐵𝐵2 = 𝑜𝑜2 × 𝑒𝑒𝐵𝐵123, 𝐵𝐵3 = 𝑒𝑒𝐵𝐵123 × 𝑜𝑜3, 

переведем в новую систему исходную прямую с 
получением проекций 𝑜𝑜4 = 𝐴𝐴4 ∘ 𝐵𝐵4, 𝑜𝑜5 = 𝐴𝐴5 ∘ 𝐵𝐵5 и 
построим в этих проекциях очерки 𝑔𝑔4 и 𝑔𝑔5 сферы-
сечения γ. В полученной системе проекций задачу 
можно рассматривать, как трехмерную, то есть 
искать точки пересечения прямой, представлен-
ной проекциями 𝑜𝑜4 и 𝑜𝑜5 и сферы γ, заданной очер-
ками 𝑔𝑔4 и 𝑔𝑔5. Вновь прибегнем к понижению раз-
мерности задачи, назначая новую ось проекций 
𝑥𝑥46, параллельной к одной из проекций прямой, 
например, к прямой 𝑜𝑜4 = 𝐴𝐴4 ∘ 𝐵𝐵4, 𝑥𝑥46 ∥ 𝑜𝑜4. 

 
Рис. 10. Схема геометрической машины, предназначенной 

для построения точек пересечения прямой линии  
с гиперсферой на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒  

Проводя через прямую 𝑜𝑜 проецирующую плос-
кость η таким образом, чтобы ее след совпал с 
проекцией 𝑜𝑜4: η == 𝑜𝑜4, определим длину хорды 
𝑣𝑣5 = 𝑀𝑀4 ∘ 𝑁𝑁4; 𝑁𝑁4,𝑀𝑀4 = 𝑜𝑜4 × 𝑔𝑔4, что позволит в ше-
стом поле построить окружность-сечение 𝑣𝑣6 с цен-
тром в точке 𝐶𝐶6 и диаметром, равным длине хорды 
𝑣𝑣5. Решение задачи в шестом поле очевидно: 
𝑃𝑃6,𝑄𝑄6 = 𝑜𝑜6 × 𝑣𝑣6. Для нахождения точек пересече-
ния гиперсферы и прямой линии в исходных по-
лях, выполним обратный переход по построенным 
системам проекций, последовательно переводя 
точки 𝑄𝑄6, 𝑃𝑃6 по линиям связи на соответственные 
проекции прямой 𝑜𝑜. В итоге получаем две тройки 
точек – проекции искомых точек пересечения ги-
персферы с прямой линией:  

𝑃𝑃1 = 𝑒𝑒𝑃𝑃123 × 𝑜𝑜1 ,   𝑃𝑃2 = 𝑒𝑒𝑃𝑃123 × 𝑜𝑜2,   𝑃𝑃3 = 𝑒𝑒𝑃𝑃345 × 𝑜𝑜3; 
𝑄𝑄1 = 𝑒𝑒𝑄𝑄123 × 𝑜𝑜1,   𝑄𝑄2 = 𝑒𝑒𝑄𝑄123 × 𝑜𝑜2,   𝑄𝑄3 = 𝑒𝑒𝑄𝑄345 × 𝑜𝑜3, 

являющейся решением поставленной задачи. Обо-
значим входные и выходные параметры алгорит-
ма. Его входом являются окружности-очерки 𝑑𝑑1, 
𝑑𝑑2, 𝑑𝑑3 гиперсферы δ и проекции 𝑜𝑜1, 𝑜𝑜2, 𝑜𝑜3 прямой 
линии 𝑜𝑜, а выходом – проекции двух точек 
𝑃𝑃(𝑃𝑃1,𝑃𝑃2,𝑃𝑃3) и 𝑄𝑄(𝑄𝑄1,𝑄𝑄2,𝑄𝑄3). 
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3.5. Алгоритм нахождения расстояния между двумя 
точками в четырехмерном пространстве (alg5) 

Пусть в четырехмерном пространстве заданы 
две точки 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3) и 𝐵𝐵(𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐵𝐵3) (рисунок 11). 
Для определения расстояния между этими точка-
ми необходимо построить систему плоскостей 
проекций таким образом, чтобы в ней прямая, со-
единяющая точки 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵, стала линией уровня.  

 
Рис. 11. Схема геометрической машины, осуществляющей 

нахождение расстояния между двумя точками  
в четырехмерном пространстве (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 ) 

Выберем произвольно положение горизонталь-
ной оси проекций 𝑥𝑥123, а новую ось 𝑥𝑥345 проведем 
параллельно отрезку 𝑜𝑜3 = 𝐵𝐵3 ∘ 𝐴𝐴3: 𝑥𝑥345 ∥ 𝑜𝑜3. Изме-
ряя превышения точек 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, 𝐵𝐵1, 𝐵𝐵2 над осью 𝑥𝑥123, 
отложим их по соответственным линиям связи в 
новые поля для получения проекций 𝐴𝐴4, 𝐴𝐴5, 𝐵𝐵4, 𝐵𝐵5. 
Для сведения задачи к трехмерному случаю следу-
ющую ось проекций 𝑥𝑥46 построим параллельно од-
ному из полученных отрезков 𝑜𝑜4 = 𝐵𝐵4 ∘ 𝐴𝐴4 или 𝑜𝑜5 =
𝐵𝐵5 ∘ 𝐴𝐴5, например, 𝑜𝑜4. Тогда, отложив превышения 
точек 𝐴𝐴5, 𝐵𝐵5 по соответственным линиям в шестое 
поле, получаем проекции 𝐴𝐴6, 𝐵𝐵6. Поскольку в по-
следней системе плоскостей проекций с осью 𝑥𝑥46 
отрезки 𝑜𝑜4 и 𝑜𝑜6 моделируют линию уровня и 𝑜𝑜4 ∥
𝑥𝑥46, то расстояние между точками 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵 может быть 
считано с проекции как длина отрезка 𝑜𝑜6. Входом 
алгоритма являются проекции точек 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵, выхо-
дом – величина расстояния между этими точками. 

3.6. Алгоритм построения гиперсферы по пяти  
точкам (alg6) 

Пусть имеются четыре точки, расположенные в че-
тырехмерном пространстве 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3), 𝐵𝐵(𝐵𝐵1,𝐵𝐵2 ,𝐵𝐵3), 
𝐶𝐶(𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3), 𝐷𝐷(𝐷𝐷1,𝐷𝐷2 ,𝐷𝐷3) и 𝐸𝐸(𝐸𝐸1,𝐸𝐸2,𝐸𝐸3). Требуется 
провести сферу σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) через эти пять точек 
(рисунок 12). Для решения задачи соединим от-
резками прямой точку 𝐴𝐴 с остальными исходными 
точками 𝐵𝐵, 𝐶𝐶, 𝐷𝐷 и 𝐸𝐸:  

𝐴𝐴𝐴𝐴 = (𝑏𝑏1,𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3), 

где 𝑏𝑏1 = 𝐴𝐴1 ∘ 𝐵𝐵1 , 𝑏𝑏2 = 𝐴𝐴2 ∘ 𝐵𝐵2,𝑏𝑏3 = 𝐴𝐴3 ∘ 𝐵𝐵3;  

𝐴𝐴𝐴𝐴 = (𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2, 𝑐𝑐3), 

где 𝑐𝑐1 = 𝐴𝐴1 ∘ 𝐶𝐶1, 𝑐𝑐2 = 𝐴𝐴2 ∘ 𝐶𝐶2, 𝑐𝑐3 = 𝐴𝐴3 ∘ 𝐶𝐶3; 
𝐴𝐴𝐴𝐴 = (𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3), 

где 𝑑𝑑1 = 𝐴𝐴1 ∘ 𝐷𝐷1 , 𝑑𝑑2 = 𝐴𝐴2 ∘ 𝐷𝐷2, 𝑑𝑑3 = 𝐴𝐴3 ∘ 𝐷𝐷3; 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3), 

где 𝑒𝑒1 = 𝐴𝐴1 ∘ 𝐸𝐸1, 𝑒𝑒2 = 𝐴𝐴2 ∘ 𝐸𝐸2, 𝑒𝑒3 = 𝐴𝐴3 ∘ 𝐸𝐸3. 

 
Рис. 12. Схема геометрической машины, осуществляющей 

построение гиперсферы по пяти точкам (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒 ) 

Построим в средних точках АВ, АС, АD и АЕ полу-
ченных отрезков четыре ортогональных трехмер-
ных пространства, соответственно:  

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐴𝐴𝐵𝐵1,𝐴𝐴𝐵𝐵2,𝐴𝐴𝐵𝐵3) β ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴; 
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐴𝐴𝐶𝐶1,𝐴𝐴𝐶𝐶2,𝐴𝐴𝐶𝐶3) γ ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴; 
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐴𝐴𝐷𝐷1,𝐴𝐴𝐷𝐷2,𝐴𝐴𝐷𝐷3)  δ ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴; 
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐴𝐴𝐸𝐸1,𝐴𝐴𝐸𝐸2,𝐴𝐴𝐸𝐸3) ε ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴. 
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Рассмотрим построение ортогонального про-
странства на примере моделирования простран-
ства β.  

Первая прямая репера этого пространства 
должна отвечать следующим условиям: 
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑏𝑏1: 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑏𝑏1 ⊥ 𝑏𝑏1, 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑏𝑏1~𝐴𝐴𝐵𝐵1;  
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2~𝐴𝐴𝐵𝐵2, ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2 ∥ 𝑥𝑥123; 
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3~𝐴𝐴𝐵𝐵3 ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3 ∥ 𝑥𝑥123.  
Вторая прямая репера должна отвечать следу-

ющим условиям:  
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1~𝐴𝐴𝐵𝐵1, ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1 ∥ 𝑥𝑥123  
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑏𝑏2: 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑏𝑏2 ⊥ 𝑏𝑏2, 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑏𝑏2~𝐴𝐴𝐵𝐵2;  
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3~𝐴𝐴𝐵𝐵3, ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏3 ∥ 𝑥𝑥123.  
Третья прямая репера должна отвечать следу-

ющим условиям: 
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1~𝐴𝐴𝐵𝐵1, ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏1 ∥ 𝑥𝑥123; 
ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2: ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2~𝐴𝐴𝐵𝐵2, ℎ𝑎𝑎𝑏𝑏2 ∥ 𝑥𝑥123; 
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑏𝑏3: 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑏𝑏3 ⊥ 𝑏𝑏3, 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑏𝑏3~𝐴𝐴𝐵𝐵3. 
Моделирование реперов пространств γ, δ и ε 

осуществляется аналогично. Центр 𝑃𝑃(𝑃𝑃1,𝑃𝑃2,𝑃𝑃3) 
искомой гиперсферы σ находится, как точка пере-
сечения четырех трехмерных пространств β, γ, δ и 
ε, а радиус, как расстояние между полученной точ-
кой 𝑃𝑃 и любой из исходных точек, например, 𝐴𝐴 (ал-
горитм alg5). Задача нахождения точки пересече-
ния сводится к двойному применению алгоритма 
alg3, позволяющему найти две прямые от пересе-
чения двух троек пространств β, γ, δ и β, γ, ε. Пере-
секая полученные прямые, находим центр иско-
мой гиперсферы σ. 

Перечислим входные и выходные параметры 
синтезированного алгоритма. Его входом являют-
ся проекции пяти точек 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3), 𝐵𝐵(𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐵𝐵3), 
𝐶𝐶(𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3), 𝐷𝐷(𝐷𝐷1,𝐷𝐷2,𝐷𝐷3) и 𝐸𝐸(𝐸𝐸1,𝐸𝐸2,𝐸𝐸3), а выходом – 
проекции очерков искомой сферы σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3). 

 
3.7. Алгоритм построения точки в инверсии  
относительно гиперсферы (alg7) 

Пусть имеется точка 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3) и гиперсфера 
δ, заданная очерками δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) (рисунок 13). 
Соединим центр 𝐶𝐶1⊙𝑑𝑑1

;𝐶𝐶2⊙𝑑𝑑2
;𝐶𝐶3⊙𝑑𝑑3

 сферы δ и точ-
ку 𝐴𝐴 прямой линией 𝑜𝑜1 = 𝐶𝐶1 ∘ 𝐴𝐴1, 𝑜𝑜2 = 𝐶𝐶2 ∘ 𝐴𝐴2, 𝑜𝑜3 =
𝐶𝐶3 ∘ 𝐴𝐴3 и построим систему плоскостей проекций, в 
которой линия 𝑜𝑜 займет положение линии уровня 
по алгоритму, аналогичному алгоритму определе-
ния расстояния между точками. Поскольку в ше-
стом поле проекция 𝑜𝑜6 = 𝐶𝐶6 ∘ 𝐴𝐴6 отображается в 
натуральную величину, то положение шестой про-
екции 𝐵𝐵6 точки-образа исходной точки 𝐴𝐴 в инвер-
сии относительно гиперсферы δ может быть опре-
делено в результате решения задачи о преобразо-
вании точки 𝐴𝐴6 в инверсии относительно очерка 
𝑑𝑑6 в плоской постановке. Для окончательного ре-
шения задачи остается лишь определить положе-
ние проекций точек 𝐵𝐵1, 𝐵𝐵2, 𝐵𝐵3 которые несложно 
построить, восстановив необходимые проекции по 
линиям связи на соответственных проекциях пря-

мой 𝑜𝑜. Входными параметрами данного алгоритма 
являются проекции точки 𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3) и очерки 
сферы δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3); выходным параметром – про-
екции 𝐵𝐵1, 𝐵𝐵2, 𝐵𝐵3 точки-образа точки 𝐴𝐴. 

 
Рис. 13. Схема геометрической машины, осуществляющей 

преобразование точки в инверсии относительно  
гиперсферы (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 ) 
 

3.8. Алгоритм построения гиперсферы в инверсии 
относительно другой гиперсферы (alg8) 

Пусть имеется гиперсфера δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3), которую 
требуется преобразовать в инверсии относитель-
но гиперсферы σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) (рисунок 14).  

Для решения задачи выберем на гиперсфере 
пять произвольных несовпадающих точек 
𝐴𝐴(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3), 𝐵𝐵(𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐵𝐵3), 𝐶𝐶(𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3), 𝐷𝐷(𝐷𝐷1,𝐷𝐷2,𝐷𝐷3) 
и 𝐸𝐸(𝐸𝐸1,𝐸𝐸2,𝐸𝐸3), каждую из которых преобразуем в 
инверсии в точки 𝐴𝐴′(𝐴𝐴′1,𝐴𝐴′2,𝐴𝐴′3), 𝐵𝐵′(𝐵𝐵′1 ,𝐵𝐵′2,𝐵𝐵′3), 
𝐶𝐶′(𝐶𝐶′1,𝐶𝐶′2,𝐶𝐶′3), 𝐷𝐷′(𝐷𝐷′1,𝐷𝐷′2,𝐷𝐷′3) и 𝐸𝐸′(𝐸𝐸′1,𝐸𝐸′2,𝐸𝐸′3) от-
носительно гиперсферы σ в соответствии с алго-
ритмом alg7. Воспользовавшись алгоритмом по-
строения гиперсферы по пяти точкам (alg6) 
найдем искомый образ δ′(𝑑𝑑′1,𝑑𝑑′2,𝑑𝑑′3) исходной 
сферы σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3). Таким образом, входными пара-
метрами алгоритма являются сфера-прообраз 
δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и сфера инверсии σ(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3); выход-
ным – сфера-образ δ′(𝑑𝑑′1,𝑑𝑑′2,𝑑𝑑′3).  
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Рис. 14. Схема геометрической машины, осуществляющей 

преобразование сферической поверхности в инверсии  
относительно сферы (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 ) 
 

3.9. Общее решение задачи 
Пусть заданы пять гиперсфер: α(𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3), 

β(𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3), γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3), δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и ε(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) 
(рисунок 15).  

Используя алгоритм alg1, построим гиперсферы 
инверсии для пар гиперсфер, образованных общей 
гиперсферой α и остальными исходными гипер-
сферами (рисунок 16): 

αβ(𝑎𝑎𝑏𝑏1, 𝑎𝑎𝑏𝑏2, 𝑎𝑎𝑏𝑏3), αγ(𝑎𝑎𝑔𝑔1, 𝑎𝑎𝑔𝑔2, 𝑎𝑎𝑔𝑔3), 
αδ(𝑎𝑎𝑑𝑑1, 𝑎𝑎𝑑𝑑2, 𝑎𝑎𝑑𝑑3), αε(𝑎𝑎𝑒𝑒1, 𝑎𝑎𝑒𝑒2, 𝑎𝑎𝑒𝑒3). 

Применяя алгоритм alg2, определим радикаль-
ные пространства для пар сфер σ(αβ,αγ), ρ(αβ,αδ) 
и τ(αβ,αε) и с помощью алгоритма alg3 найдем 
линию их пересечения 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, 𝑡𝑡3) (рисунок 17). 

Построим точки пересечения 𝑉𝑉(𝑉𝑉1,𝑉𝑉2,𝑉𝑉3) и 
𝑊𝑊(𝑊𝑊1,𝑊𝑊2,𝑊𝑊3) найденной линии 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 с любой из 
гиперсфер инверсии, например, с гиперсферой αβ, 
реализуя алгоритм alg4 (рисунок 18). 

Выбрав любую из полученных точек, например 
𝑉𝑉, построим с центром в этой точке гиперсферу ψ 
произвольного радиуса. Данная гиперсфера обла-
дает свойством преобразовывать в инверсии ис-
ходные гиперсферы задачи в гиперсферы-образы 

одинакового радиуса. Пользуясь алгоритмом alg8 
выполним это преобразование (рисунок 19): 

α𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(ψ) = α∗(𝑎𝑎1∗ , 𝑎𝑎2∗ , 𝑎𝑎3∗); β𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛(ψ) = β∗(𝑏𝑏1∗, 𝑏𝑏2∗, 𝑏𝑏3∗); 

γ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(ψ) = γ∗(𝑔𝑔1∗,𝑔𝑔2∗,𝑔𝑔3∗); δ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(ψ) = δ∗(𝑑𝑑1∗,𝑑𝑑2∗ ,𝑑𝑑3∗); 
ε𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(ψ) = ε∗(𝑒𝑒1∗, 𝑒𝑒2∗, 𝑒𝑒3∗). 

 
Рис. 15. Исходные данные задачи (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 ) 

 
Рис. 16. Результат поиска гиперсфер, задающих инверсии в  

парах гиперсфер (𝒂𝒂 − 𝒃𝒃), (𝒂𝒂− 𝒈𝒈), (𝒂𝒂 − 𝒅𝒅)и (𝒂𝒂 − 𝒆𝒆) на модели 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒  

Поскольку центры гиперсфер α∗, β∗, γ∗, δ∗ и ε∗ 
известны, не составит особого труда построить 
вспомогательную гиперсферу ω, проходящую че-
рез эти пять точек, воспользовавшись алгоритмом 
alg6, найти ее центр (𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3) и ее радиус.  
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Рис. 17. Результат построения трех радикальных про-

странств инверсионных гиперсфер (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒 ) 

 

 
Рис. 18. Построение радикальной оси трех инверсионных 

гиперсфер и точек пересечения полученной прямой  
с инверсионными гиперсферами (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑

𝟒𝟒 ) 

Рис. 19. Задание гиперсферы 𝛙𝛙 произвольного радиуса в одной из точек пересечения трех инверсионных гиперсфер  
и результат преобразования исходных гиперсфер в гиперсферы одинакового радиуса в преобразовании инверсии  

относительно 𝛙𝛙 (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒 ) 
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Проведем через полученный центр и центры 
гиперсфер α∗, β∗, γ∗, δ∗ и ε∗ прямые линии и найдем 
с помощью алгоритма alg4 точки их пересечения с 
соответственными гиперсферами (рисунок 20): 

𝑡𝑡1𝑎𝑎(𝑇𝑇1𝐴𝐴1,𝑇𝑇1𝐴𝐴2,𝑇𝑇1𝐴𝐴3) 𝑡𝑡1𝑏𝑏(𝑇𝑇1𝐵𝐵1,𝑇𝑇1𝐵𝐵2,𝑇𝑇1𝐵𝐵3) 
𝑡𝑡2𝑎𝑎(𝑇𝑇2𝐴𝐴1,𝑇𝑇2𝐴𝐴2,𝑇𝑇2𝐴𝐴3) 𝑡𝑡2𝑏𝑏(𝑇𝑇2𝐵𝐵1,𝑇𝑇2𝐵𝐵2,𝑇𝑇2𝐵𝐵3) 
𝑡𝑡3𝑎𝑎(𝑇𝑇3𝐴𝐴1,𝑇𝑇3𝐴𝐴2,𝑇𝑇3𝐴𝐴3) 𝑡𝑡3𝑏𝑏(𝑇𝑇3𝐵𝐵1,𝑇𝑇3𝐵𝐵2,𝑇𝑇3𝐵𝐵3) 
𝑡𝑡4𝑎𝑎(𝑇𝑇4𝐴𝐴1,𝑇𝑇4𝐴𝐴2,𝑇𝑇4𝐴𝐴3) 𝑡𝑡4𝑏𝑏(𝑇𝑇4𝐵𝐵1,𝑇𝑇4𝐵𝐵2,𝑇𝑇4𝐵𝐵3) 
𝑡𝑡5𝑎𝑎(𝑇𝑇5𝐴𝐴1,𝑇𝑇5𝐴𝐴2,𝑇𝑇5𝐴𝐴3) 𝑡𝑡5𝑏𝑏(𝑇𝑇5𝐵𝐵1,𝑇𝑇5𝐵𝐵2 ,𝑇𝑇5𝐵𝐵3). 

Полученные точки есть точки касания двух ги-
персфер к пяти гиперсферам-образам α∗, β∗, γ∗, δ∗ и 
ε∗ равного радиуса. 

 

Рис. 20. Поиск точек касания двух не пересекающихся по 
действительным сферам гиперсфер к пяти гиперсферам 

одинакового радиуса (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒 ) 

Распределив эти точки касания гиперсфер и ги-
персфер-образов в два множества таким образом 
(используя алгоритм alg5), чтобы расстояние от 

каждой точек первого множества до центра 
(𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3) было больше радиуса гиперсферы ω, а от 
точек второго – меньше этого радиуса, построим на 
двух пятерках точек две гиперсферы ρ∗ и τ∗, каса-
тельные к α∗, β∗, γ∗, δ∗ и ε∗ (алгоритм alg8). Тогда 
образы ρ и τ этих гиперсфер в преобразовании ин-
версии относительно гиперсферы ψ будут каса-
тельными к исходным гиперсферам α(𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3), 
β(𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3), γ(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2,𝑔𝑔3), δ(𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3) и ε(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) 
(рисунок 21). 

Поставленная задача решена. 
 

4. Заключение 
В результате проведенных исследований были 

получены следующие результаты: 
1) Разработана единая конструктивная геометри-
ческая модель, позволяющая решать задачу Апол-
лония без известных исключений и учитывающая 
как действительные, так и мнимые значения ис-
ходных данных и получаемых результатов. 
2) Впервые представлено полное конструктивное 
решение аналога задачи Аполлония для четырех-
мерного пространства. 
3) Представлена методика и продемонстрировано 
ее применение для визуального синтеза компью-
терных программ, основанных на принципах кон-
структивного геометрического моделирования и 
позволяющих применять эти модели в прикладных 
областях, нуждающихся в геометрической интер-
претации и визуализации данных, а также управле-
ния ими через визуально-графический интерфейс. 
4) Продемонстрировано применение средств гео-
метрического моделирования для решения задачи, 
которая трудно формализуется в аналитической 
форме без привлечения геометрической теории. 
5) Представленные чертежи демонстрируют вы-
сокую информационную насыщенность геометри-
ческих моделей, что доказывает невозможность 
ведения исследовательской деятельности и прак-
тических внедрений ее результатов без примене-
ния средств автоматизации соответствующих ис-
следований. 
6) Исследование геометрических моделей и кон-
струкций приобретает ясно очерченный смысл, 
поскольку методика визуального проектирования 
позволяет без каких-либо дополнительных усилий 
и затрат практически претворять результаты ис-
следований в виде действующих программ и аппа-
ратных устройств, формировать востребованную 
систему геометрических знаний. 
7) Продемонстрированы возможности системы 
конструктивного геометрического моделирования 
Симплекс в деле проектирования конструкций 
геометрических машин. 
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Рис. 21. Окончательный результат решения задачи (модель 𝑮𝑮𝟐𝟐,𝟑𝟑
𝟒𝟒 ) 
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