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	 Предфракталы как источник 
новых дробно-рациональных 
приближений функций, имеющих 
фрактальное представление

	 Prefractal as the source of new rational approxi-
mations of functions with a fractal representation.

Статья посвящена актуальной проблеме ускорения сходимости мно-
гочленных и дробно-рациональных приближений функций. В теории приближения функций 
часто используется идея уменьшения интервала изменения аргумента как метода ускорения 
сходимости степенных и дробно-рациональных приближений, аппроксимирующих данную 
функцию. В статье, используя эту идею, сначала для данной функции строится ветвящаяся 
цепная дробь, ветвями которой являются либо функциональные ряды, либо функциональ-
ные цепные дроби. В этом случае ветвящаяся цепная дробь, представляющая собой данную 
функцию, является фракталом и одновременно сжимает интервал изменения аргумента в 
2k (k = 1, 2, ...) раз, где 2k – число ветвей ветвящейся цепной дроби. То есть вычисление 
данной функции в точке x сводится к вычислениям в точке x/2k, что естественно и влечет 
ускорение сходимости степенных и дробно-рациональных приближений. Для построения 
новых дробно-рациональных приближений ветвящаяся цепная дробь (фрактал) заменяется 
предфракталом – ветвящейся цепной дробью с конечным числом звеньев. Здесь каждое 
звено заменяется многочленом либо конечной цепной дробью. В результате можно получить 
сколь угодно много рациональных приближений.

Тhe Article is devoted to the problem of accelerating the convergence of 
polynomial and rational approximations of functions. In the theory of approximation of functions 
often used the idea of reducing the interval change in the argument as a method to accelerate the 
convergence of exponential and rational approximations, approximating this function. In this article, 
using this idea, a first for this function builds a branching continued fraction, whose branches are 
either functional series, functional or chain fractions. In this case, the branching continued fraction 
representing this function is a fractal and at the same time compresses the range of variation of the 
argument in 2k (k = 1, 2, ...) time, where 2k is the number of branches of the branched chain frac-
tion. That is, the computation of this function at the point x is to compute x/2k, which is natural and 
leads to acceleration of convergence of exponential and rational approximations. To build a new 
rational approximations of branching continued fraction (fractal) is replaced by prefractals – chain-
branching fraction with a finite number of links. Here each link is replaced by the polynomial finite 
chain fraction. In the result, we can obtain arbitrarily many rational approximations.

Ключевые слова: аппроксимация, функциональные ряды, цепные 
дроби, фракталы, сходимость.
Key words: approximation, functional series, continued fractions, fractals, 
convergence.

Введение
В статьях [4, 5, 6] получены разложения тригонометричес-

ких, гиперболических и показательной функций в ветвящиеся цепные дро-
би с конечным и бесконечным числом ветвей. Показано так же, что ветвя-
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щиеся цепные дроби с бесконечным числом ветвей являются фракталами, 
а соответственно ветвящиеся цепные дроби с конечным числом ветвей – 
предфракталы. 

Источниками получения дробно-рациональных приближений функций 
одного переменного являются функциональные цепные дроби [1], таблица 
Паде [2], наилучшие дробно-рациональные приближения [3] и др. В статье 
[7], используя предфракталы фрактального представления функции tg(x), 
построены новые дробно-рациональные приближения этой функции и 
приведены оценки остаточных членов.

Постановка задачи
Здесь получим новые дробно-рациональные приближения 

для функции y = sh(x) на отрезке [0; π/4] и оценки их остаточных членов, ис-
пользуя предфракталы фрактального представления функции.

Методология и методы исследования
Основными методами для вычисления функций на компью-

тере являются: степенные разложения, рациональные приближения, разложе-
ния в цепные дроби, итеративные процессы и другие.

	 1.	 В дальнейшем нам понадобятся следующие разложения 
функций [1, 3]: 

, , 	 (1)

где	 B2k –	 числа Бернулли;

 ;	 (2)

, ;	 (3)

.	 (4)

Ряду (3) соответствует последовательность частичных 
сумм (тейлоровских многочленов) и оценок норм их пог-
решностей:
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	 (5)

и так далее.

Цепной дроби (4) соответствует последовательность ее 
подходящих дробей и оценок норм их погрешностей:

	 (6)

и так далее.

	 2.	 Теперь для функции y = sh(x) построим ее фрактальное 
представление.

Возьмем известное преобразование

 	 (th2 x/2 ≠ 1)	 (7)

и представим его в виде:

	 (8)
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Если вместо функции y = th  x/2 подставить ее разложение в 
цепную дробь, то получим разложение функции  y = sh(x) в ветвящуюся цеп-
ную дробь с двумя ветвями:

	 (9)

где 
2
xz = .

Если для функции y = th  x/2 воспользоваться равенством 

	 (10)

то для функции y = sh(x) получим следующее представление:

	 (11)

Если вместо функции th  x/4 в представлении (11) подста-
вить ее разложение в цепную дробь (2), то получим разложение sh(x) в ветвя-
щуюся цепную дробь с четырьмя ветвями:

(12)
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где 
4
xz = .

Если воспользоваться равенством (10), то для разложения (12) получим 
следующее представление:

	 (13)

Если вместо функции th  x/8 в представлении (13) подставить ее 
разложение в цепную дробь, то получим разложение y = sh(x) в ветвящуюся 
цепную дробь с восемью ветвями:

	 (14)

где 

(15)

8
xz = .

Процесс «размножения» ветвей представления (14) можно продолжить, 
в результате чего получим сколь угодно много разложений функции y = sh(x) 
в ветвящиеся цепные дроби, в которых аргумент имеет вид x/2k

 
, а 2k – число 

ветвей (k = 1, 2, 3, ...).
Все эти разложения обладают свойством: каждое из них первоначальный 

отрезок изменения аргумента [0, a] сжимает в 2k (k = 1, 2, ...) раз, то есть 
первоначальный отрезок изменения аргумента отображается на отрезок 
[0, a/2k].
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Если положить k = ∞, то в разложении функции y = sh(x) будем иметь 
2k ветвей, то есть получим множество ветвей мощности континуума; другими 
словами, получим целое «дерево» ветвей

	 (16)

где	 R (th  x/2k) −	это в общем случае ветвящаяся цепная дробь с 2k–1 ветвями. 

В этом дереве ветвей выделим базовую форму

	  (17)

где	 R(z) –	 такая же по форме конструкция как и (16), но каждый раз 
в процессе размножения ветвей с уменьшающимся в 2 раза 
значением аргумента, то есть 

Базовая форма (17) повторяется бесконечно со всё умень-
шающимся значением аргумента, то есть множество ветвей представления 
(16) является фракталом [8]. Тогда множество правых частей представлений 
(9), (12), (14) – предфракталы.

Предфрактал (9) применим для построения дробно-рациональных 
приближений функции y = sh(x). Для этого предфрактал представим в виде:

,             ,

где	 T(z) –	 тейлоровский ряд (1) или цепная дробь (2).

Заменяя T(z) тейлоровскими многочленами (частичными 
суммами ряда (1)), получим следующие дробно-рациональные приближения 
для функции y = sh(x)
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и так далее. 

Заменяя теперь T(z) подходящими дробями цепной дроби (2), получим 
следующие дробно-рациональные приближения для функции y = sh(x):

	 3.	 Возьмем теперь предфрактал (11) или (12) с четырьмя вет-
вями

     

,

где	 T(z) –	 тейлоровский ряд (1) или цепная дробь (2).

Заменяя T(z) тейлоровскими многочленами (частичными 
суммами ряда (1)), получим следующие дробно-рациональные приближения 
для функции y = sh(x):

	 (18)
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и так далее.

Заменяя теперь T (z) подходящими дробями цепной дроби 
(2), получим следующие дробно-рациональные приближения для функции 
y  = sh(x):

	 (19)

и так далее.

Обсуждение результатов исследования
Проведенные вычислительные эксперименты показывают 

следующие результаты: в предфракталах ветви можно с успехом аппроксими-
ровать как тейлоровскими многочленами, так и подходящими цепными дро-
бями; анализ оценок норм остаточных членов приближений отдает предпоч-
тение аппроксимации ветвей предфракталов функциональным цепным дро-
бям (смотри (18), (19)).

Следует так же отметить, что с увеличением числа звеньев предфрактала 
качество аппроксимаций значительно улучшается.

Выводы
Процесс получения новых дробно-рациональных прибли-

жений для функции y = sh(x) на отрезке [0; π/4] можно продолжить как угодно 
далеко. При этом оценки норм остаточных членов приближений значительно 
уменьшаются, то есть качество аппроксимаций только улучшается.
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