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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôðàêòàëüíàÿ íåäèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå ãèïîöèêëîèäû (àñò-
ðîèäû), äëÿ ñèíòåçà ôðàêòàëüíûõ ñèãíàëîâ. Ñòðîèòñÿ
ôðàêòàëüíûé ñèãíàë, åãî ôàçîâûé ïîðòðåò è ñïåêòð.
Îöåíèâàåòñÿ ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ñèãíàëà â çà-
âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà р  ãèïîöèêëîèäû.

Ðèñ. 3. Àïïðîêñèìàöèÿ øèðîêîïîëîñíîé ÑÏÌ
ìîäåëüþ ÀÐ: 1 – ìîäåëèðóåìàÿ ÑÏÌ; 2 – àïïðîêñè-

ìèðþùàÿ ÑÏÌ

Ðèñ. 4. Àïïðîêñèìàöèÿ øèðîêîïîëîñíîé ÑÏÌ
ìîäåëüþ ÑÑ: 1 – ìîäåëèðóåìàÿ ÑÏÌ; 2 – àïïðîê-

ñèìèðþùàÿ ÑÏÌ

Íå âñå ïîëó÷åííûå ïðåäëîæåííûì ñïîñîáîì ïàðà-
ìåòðû ìîäåëè ÑÑ ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
îáðàòèìîñòè. Åñëè îíè íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó
óñëîâèþ, òî ôîðìèðóþùèé ôèëüòð ÑÑ áóäåò óñ-
òîé÷èâûì, à îáåëÿþùèé ôèëüòð – íåóñòîé÷èâûì.

Âûâîäû. Íîâûé ñïîñîá îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäå-
ëåé ÀÐ è ÑÑ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìîäåëè ëèíåéíîãî
ïðåäñêàçàíèÿ ïî èçâåñòíûì ÑÏÌ èëè À×Õ. Íàó÷-
íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî âïåðâûå ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâî-
ëÿþùèå ñòðîèòü ìîäåëè ÀÐ è ÑÑ íå ïî âûáîðêàì

äàííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, à ïî èõ ÷àñòîòíûì
õàðàêòåðèñòèêàì. Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá ðàñ÷åòà
êîýôôèöèåíòîâ ÀÐ è ÑÑ ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè
ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé ëèíåéíîãî ïðåäñêàçàíèÿ, ÷òî
èìååò ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ëèíåéíûõ ñèñòåì è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ çàäàí-
íûìè À×Õ è ÑÏÌ. Â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ
ñëåäóåò íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè àâòîðåãðåññèè – ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïî
âûáîðêå ÑÏÌ, à òàêæå îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû
ìîäåëåé äëÿ ÑÏÌ ðåàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
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1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû è àíàëèç ëèòåðàòóðû

Èññëåäîâàíèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â ðàäèîòåõíè-
êå è ýëåêòðîíèêå îõâàòûâàþò øèðîêèé êðóã ïðî-
áëåì, âêëþ÷àþùèé êàê ïîèñê è èçó÷åíèå íîâûõ
ÿâëåíèé è çàêîíîìåðíîñòåé, òàê è êîìïëåêñíîå
èññëåäîâàíèå äèíàìèêè êîíêðåòíûõ ñèñòåì ñ ïðè-
êëàäíûìè öåëÿìè. Ñðåäè íàïðàâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ
èññëåäîâàíèåì ñëîæíîé äèíàìèêè, ôèãóðèðóþò ðàç-
ðàáîòêà è èçó÷åíèå ãåíåðàòîðîâ õàîòè÷åñêèõ (ôðàê-
òàëüíûõ) êîëåáàíèé â ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ñïåêòðà [1], ýëåêòðîííûõ öåïÿõ [2],
ãèáðèäíûõ ñèñòåìàõ ñ îïòè÷åñêîé áèñòàáèëüíîñòüþ
[3], à òàêæå êâàíòîâûõ ãåíåðàòîðàõ. Áîëüøîå âíèìà-
íèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ
õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé è ðàçðàáîòêå îñíîâíûõ òèïîâ
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Åñëè ðàäèóñ ïîäâèæíîãî êðóãà áóäåò â äâà, òðè,
âîîáùå â р  ðàç ìåíüøå ðàäèóñà íåïîäâèæíîãî, òî
ïîëó÷èòñÿ ÃÖ ñ äâóìÿ, òðåìÿ, âîîáùå ñ р  çàîñòðå-
íüÿìè. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãèïîöèêëîèäû ñ
÷åòûðüìÿ è øåñòüþ çàîñòðåíüÿìè.
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Ðèñ. 2. Ãèïîöèêëîèäû ñ ÷åòûðüìÿ (à) è øåñòüþ (á)
çàîñòðåíüÿìè

Åñëè ðàäèóñ ïîäâèæíîãî êðóãà îáîçíà÷åí ÷åðåç а ,
à ðàäèóñ íåïîäâèæíîãî – ÷åðåç арR , òî äëÿ
äëèíû îäíîé àðêè ãèïîöèêëîèäû гц  è äëÿ ïëî-
ùàäè гцS  ìåæäó îäíîé àðêîé ÃÖ è íåïîäâèæíîé
îêðóæíîñòüþ èìåþò ìåñòî ôîðìóëû
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Ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà р
ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (3) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê

2аπ3 , ò.å. ê ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé àðêîé îáûê-
íîâåííîé öèêëîèäû è åå îñíîâàíèåì, ÷òî ãîâîðèò
î ðîäñòâåííîé ñâÿçè ãèïîöèêëîèäû è öèêëîèäû.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïðèâåäåííûõ âûøå ãèïîöèêëîèä
ÿâëÿåòñÿ ÃÖ ñ ÷åòûðüìÿ çàîñòðåíüÿìè,  äëÿ êîòîðîé

a4R . Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé (1) ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ êðèâîé â
ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå [7]:

(t).sina4y(t),cosa4x 33        (4)

Êðèâàÿ, ïîñòðîåííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (4), íàçûâà-
åòñÿ àñòðîèäîé.

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïèñà-
íèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè [1,4]. Ïðè èññëåäîâàíèè
òàêèõ ìîäåëåé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ôàêòà
õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèãíàëà. Íåîáõîäèìî òàêæå
îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ õàîòè÷åñêèå (ôðàê-
òàëüíûå) ñèãíàëû îáëàäàþò ïðèåìëåìûìè ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêèìè è ñïåêò-
ðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè [2]. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïîëíîé
ñòðóêòóðû õàîòè÷åñêîãî ñèãíàëà äèíàìè÷åñêîé ñèñ-
òåìû êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè íåäîñòàòî÷íî çíàíèé
òîëüêî ðåàëèçàöèè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà è åãî
ôàçîâîãî ïîðòðåòà. Íåîáõîäèìî òàêæå çíàíèå òàêèõ
âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëà, êàê åãî ðàçìåðíîñòü,
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè è ò.ä. Äëÿ âñåñòî-
ðîííåãî èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ïîâåäåíèÿ õàîòè÷åñêîãî
(ôðàêòàëüíîãî) ñèãíàëà ñëåäóåò ïðîâåñòè èõ ñòðóê-
òóðíûé ñèíòåç. Ôðàêòàëüíûé àíàëèç è ñèíòåç ñèãíà-
ëîâ áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè ôðàêòàëüíûõ ôóíêöèé,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò õàðàêòåðèçîâàòü ïîâåäåíèå äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ñ õàîòè÷åñêèìè
êîëåáàíèÿìè [4]. Â ðàáîòå [5] ðàññìîòðåí ñòðóêòóð-
íûé ñèíòåç ôðàêòàëüíûõ ñèãíàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
öèêëîèäàëüíîé ôóíêöèè, à òàêæå ïðîâåäåíà îöåíêà
ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ
öèêëîèäû. Óâåëè÷èòü äèñêðåòèçàöèþ ôðàêòàëüíûõ
ðàçìåðíîñòåé ñèíòåçèðóåìûõ ñèãíàëîâ ìîæíî, èñ-
ïîëüçóÿ ôðàêòàëüíóþ ôóíêöèþ íà îñíîâå ãèïîöèê-
ëîèäû.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ –  ðàññìîòðåòü íîâóþ ôðàêòàëü-
íóþ íåäèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷åííóþ
íà îñíîâå ãèïîöèêëîèäû,  è ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü
åå ïðèìåíåíèÿ  äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ôðàê-
òàëüíîãî ñèãíàëà.

2. Ãèïîöèêëîèäà

Ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè ãèïîöèêëîèäàëüíûõ ôóí-
êöèé. Åñëè áîëüøèé êðóã áóäåò íåïîäâèæåí, à
ìåíüøèé áóäåò êàòèòüñÿ, êàñàÿñü åãî èçíóòðè (ðèñ.
1), òî ëþáàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè ìåíüøåãî êðóãà
îïèøåò êðèâóþ, íàçûâàåìóþ ãèïîöèêëîèäîé (ÃÖ).

Неподвижный
круг 

Гипоциклоида 
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Ðèñ. 1. Ïîñòðîåíèå ãèïîöèêëîèäû

Óðàâíåíèÿ äëÿ ÃÖ öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâèòü â
ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå [6]:

,
a
t)a-(Rsina)sin(t)a-(Ry

,
a
t)a-(Rcosa)cos(t)a-(Rx

2πt0 , (1)

ãäå R – ðàäèóñ íåïîäâèæíîãî êðóãà; a  – ðàäèóñ
ïîäâèæíîãî êðóãà; t – ïðîèçâîäÿùèé óãîë (óãîë
êà÷åíèÿ êðóãà).
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Äëÿ àñòðîèäû, â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) è (3), äëèíà
îäíîé àðêè è ïëîùàäè ìåæäó íåþ è íåïîäâèæíîé
îêðóæíîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

.aπ5,2S,а6 2
aа (5)

Ïðè âðàùåíèè îäíîé àðêè âîêðóã îòðåçêà, ñîåäè-
íÿþùåãî ïðîòèâîïîëîæíûå îñòðèÿ àñòðîèäû, îá-
ðàçóåòñÿ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ òåëî, îáúåì
êîòîðîãî ðàâåí

.aπ75283,9aπ
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1024V 33
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Ãèïîöèêëîèäà, òàêæå êàê è îáûêíîâåííàÿ öèêëî-
èäà, “ïîðîæäàåò” ñèíóñîèäó. Èñïîëüçóÿ âûðàæå-
íèÿ äëÿ ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé àðêîé öèêëîèäû
è åå îñíîâàíèåì 2

ц aπ3S , äëÿ ïëîùàäè, îãðàíè-
÷åííîé ñèíóñîèäàëüíîé ôóíêöèåé îäíîé àðêè
öèêëîèäû è åå îñíîâàíèåì 2

с aπ2S , à òàêæå
âûðàæåíèå (3), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå
ïëîùàäü ñèíóñîèäû îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ ïëîùà-
äüþ ãèïîöèêëîèäû [6]:
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñèíóñîèäà çàêëþ÷åíà ìåæäó
àðêîé ÃÖ è îêðóæíîñòüþ íåïîäâèæíîãî êðóãà. Â
÷àñòíîì ñëó÷àå ïëîùàäü ñèíóñîèäû, ñâÿçàííîé ñ
àñòðîèäîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ (7), ðàâíà
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3
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Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïëîùàäü ñèíóñîèäû,
ïîðîæäàåìîé ÃÖ, òàêæå êàê è â ñëó÷àå ñ öèêëîèäîé,
çàâèñèò îò ïàðàìåòðà а . Âçàèìîñâÿçü ñèíóñîèäû è
öèêëîèäû ïîêàçàíà â ðàáîòå [5]. Êðîìå òîãî,
ïëîùàäü ñèíóñîèäû íà îñíîâå ÃÖ çàâèñèò îò
ïàðàìåòðà р  (ñì. âûðàæåíèå (7)).

3. Ôðàêòàëüíàÿ íåäèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

Ôðàêòàëüíàÿ ôóíêöèÿ (ÔÔ)  äîëæíà îáëàäàòü
ñâîéñòâàìè ñàìîïîäîáèÿ è èíâàðèàíòíîñòè, à òàê-
æå íåäèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ.

Ïîñêîëüêó ñâîéñòâà ÃÖ î÷åíü ïîõîæè íà ñâîéñòâà
îáûêíîâåííîé öèêëîèäû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÔÔ,
ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå ãèïîöèêëîèäû, îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè ñàìîïîäîáèÿ, ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè è
íåäèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ, òàêæå êàê
è ÔÔ íà îñíîâå öèêëîèäû, êîòîðàÿ ïîêàçàíà â [5].

Ôðàêòàëüíîñòü öèêëîèäàëüíûõ ôóíêöèé òåñíî
ñâÿçàíà ñ åå äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ðàñ-
ñìîòðèì íåêîòîðóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

f(x),y  ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Ê ïîÿñíåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ
öèêëîèäàëüíûõ ôóíêöèé

Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî f(x)  èìååò â òî÷êå Å ìèíèìàëü-
íóþ âåëè÷èíó, à â òî÷êå Â – ìàêñèìàëüíóþ. Íî
àáñöèññó x  êàêîé-íèáóäü èç ýòèõ òî÷åê ïîëó÷èòü,
êàê êðèòè÷åñêóþ âåëè÷èíó èç óðàâíåíèÿ 0(x)'f ,
íåâîçìîæíî, òàê êàê íè äëÿ îäíîé èç ýòèõ òî÷åê

ïðîèçâîäíîé (x)'f  íå èìååòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äâå
ïàðû êðèâûõ äóã ÀÂ è ÂÑ, DE è EF èìåþò â òî÷êàõ
Â è Å ïðèêîñíîâåíèå ê âåðòèêàëüíûì ïðÿìûì.

Ïîýòîìó, åñëè ñîñòàâèòü îòíîøåíèå 
x
Δy

 äëÿ àáñ-

öèññû x  òî÷åê Â èëè Å, òî âèäíî, ÷òî àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà ýòîãî îòíîøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê , êîãäà

0.x  Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíîé (x)'f
áûòü íå ìîæåò è, çíà÷èò, àáñöèññà x  íè â îäíîé
èç òî÷åê Â è Å íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà, êàê
êðèòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, èç óðàâíåíèÿ 0(x)'f .
Ðàññìîòðåííûå òî÷êè Â è Å íàçûâàþòñÿ îñòðèÿìè
è ïðè èññëåäîâàíèè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé ôóí-

êöèé f(x)y  èõ íóæíî ó÷èòûâàòü [7]. Àíàëèçèðóÿ
ÖÔ, ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî âûøå, âèäèì, ÷òî
ãèïîöèêëîèäà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé,
íå èìåþùåé ïðîèçâîäíûõ â îñòðèÿõ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êîíêðåòíîé íåäèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íà îñíîâå ãèïîöèêëîèäû â
âèäå àñòðîèäû. Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóí-
êöèþ (àñòðîèäàëüíóþ ôóíêöèþ íóëåâîãî ðàíãà)

0y)(x,F0  (ðèñ. 4):

2πt0,1a,
(t)sina4y

(t)cosa4x
:y)(x,F

3

3

0 ,   (9)

ãäå .y)(x,Fy)1,(xF 00

Ðèñ. 4. Àñòðîèäàëüíàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ðàíãà

Ôóíêöèÿ y)(x,F0  – íåïðåðûâíàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ íîðìèðîâàííûì ïåðèîäîì 1.

Ìîæíî ïîêàçàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäèêîé,
ðàññìîòðåííîé â [8], ÷òî àñòðîèäàëüíàÿ ôóíêöèÿ

n -ãî ðàíãà y)(x,Fnа  ñâÿçàíà ñ àñòðîèäàëüíîé ôóí-
êöèåé íóëåâîãî ðàíãà âûðàæåíèåì

n

n
0

nа
4

y)x,(4F
y)(x,F , N1,n ,       (10)

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïîñòðîåíèå ôðàêòàëü-
íîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

Ñîãëàñíî (10) òàêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.5
äëÿ 3.2,1,n
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Ôóíêöèÿ y)(x,Fnа  îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó

òî÷êîé x  è áëèæàéøåé ê íåé òî÷êîé n4
m

. Ïðè

ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ( n ) òî÷êà x  ïðèáëèæà-
åòñÿ ê ïðåäåëüíîé òî÷êå.

Ðèñ. 5. Àñòðîèäàëüíàÿ ôðàêòàëüíàÿ ôóíêöèÿ

Òàêèì îáðàçîì, àñòðîèäàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ôðàêòàëüíîé, òàê êàê îíà â ñîîòâåòñòâèè ñ (10)
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñàìîïîäîáèÿ è èíâàðèàíòíî-
ñòè, à òàêæå íåäèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ.

4. Ñòðóêòóðíûé ñèíòåç ôðàêòàëüíîãî ñèãíàëà

Ñèíòåç ñèíóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ãèïîöèêëîèäå, ïðîâåäåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ÔÔ,
ïîëó÷åííîé íà îñíîâå âñïîìîãàòåëüíîé àñòðîèäû.

Òàê êàê ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ âûðàæåíèåì (10),
ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíîé, òî èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè

0a0,n,
4

)y,(4F
)(yF

n
а

n
0а

аnа      (11)

ïîçâîëÿåò ñèíòåçèðîâàòü ñèãíàë íà îñíîâå ñèíóñî-
èäû, ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïîöèêëîèäå.

Ñèíóñîèäàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîñòàâëåíà âî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå öèêëîèäàëüíîé è ãèïî-
öèêëîèäàëüíîé ôóíêöèè [6]. Ýòî ñîîòâåòñòâèå
îïðåäåëÿåòñÿ îáùèì ïàðàìåòðîì ýòèõ ôóíêöèé,
êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ îêðóæíîñòè ïðîèçâîäÿ-
ùåãî êðóãà a . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíàíèå öèêëî-
èäàëüíîé è ãèïîöèêëîèäàëüíîé ôóíêöèè, à òàêæå
åå ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿåò ñèíòåçèðîâàòü ñèíóñîè-
äàëüíûé ñèãíàë.

Â îáùåì âèäå ñèíòåçèðîâàííûé ôðàêòàëüíûé ñèã-
íàë íà îñíîâå ÃÖ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

N

0n
0

n
n
г

г )xxsin(k
k

aq
x)p,,a(y ,    (12)

ãäå 
3p

23p
q г ; k – êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ (ìàñø-

òàáíûé êîýôôèöèåíò) ñèíóñîèäàëüíûõ ôóíêöèé;
n – ÷èñëî ãàðìîíèê; x0 – ñëó÷àéíàÿ íà÷àëüíàÿ ôàçà.

Àíàëèç (12) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôðàêòàëüíûé ñèãíàë
îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñîì îêðóæíîñòè ïðîèçâîäÿùåãî
êðóãà ãèïîöèêëîèäû а , ïàðàìåòðîì р , êîýôôèöè-
åíòîì ïîäîáèÿ k  è ÷èñëîì êëàññîâ N  ïðè ðàçáè-
åíèè ìíîæåñòâà ôóíêöèè x)p,,a(yг . Âçÿâ ïðîèç-

âîäíóþ 
dx
dyz ,  ìîæíî ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò

ñèíòåçèðîâàííîãî ôðàêòàëüíîãî ñèãíàëà, à â ðå-
çóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîëó÷èòü ñïåêòð
ñèãíàëà.

Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû ñèíòåçèðîâàííûé â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (12) ôðàêòàëüíûé ñèãíàë, åãî ôàçîâûé
ïîðòðåò è ñïåêòð ïðè 8n4,k,1а  è öåëî÷èñ-
ëåííîì çíà÷åíèè 2p .

Íà ðèñ. 6, à ïîêàçàí îäèí ïåðèîä ôðàêòàëüíîãî
ñèíóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà íà îñíîâå ãèïîöèêëîèäû.
Èç ðèñ.6, á âèäíî, ÷òî âíåøíèé âèä ôàçîâîãî
ïîðòðåòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ
ñòðóêòóðó è ñâèäåòåëüñòâóåò î õàîòè÷åñêîì õàðàê-
òåðå ôðàêòàëüíîãî ñèãíàëà íà îñíîâå ãèïîöèêëîè-
äû. Ñïåêòð ôðàêòàëüíîãî ñèãíàëà (ðèñ. 6, â) èìååò
îñíîâíîé ïèê è îäíó áîêîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ.

0,3
0,6

0 
-0,3
-0,6
-0,9

0 1 2 3 4 5 x

y

à

-1,16
0,63
2,42
4,21

-2,95
-4,74

0 0,33 0,66-0,33-0,66-0,99 y

z

á

â

Ðèñ. 6. Ñèíòåçèðîâàííûé ôðàêòàëüíûé ñèãíàë (à),
åãî ôàçîâûé ïîðòðåò (á) è ñïåêòð (â)

5. ×èñëåííûé àíàëèç ðàçìåðíîñòè ôðàêòàëüíîãî
ñèãíàëà

Äëÿ îöåíêè ðàçìåðíîñòè ôðàêòàëüíîé íåäèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè è, êàê ñëåäñòâèå, ôðàêòàëü-
íîé ðàçìåðíîñòè ñèãíàëà íåîáõîäèìî âûáðàòü òèï
ìåðû, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ èç ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñ-
êèõ ñîîáðàæåíèé.

Äëÿ àíàëèçà ðàçìåðíîñòè íàèáîëåå óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü ïëîñêóþ h -ìåðó Õàóñäîðôà [8]. Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ ãèïîöèêëîèäàëüíîé ôóíêöèè
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è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ñèíóñîèäû òàêèìè ìåðàìè
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

2
гц aπ

p
23p

)a(h ,             (13)

2
сгц aπ

3p
2)2(3p

)a(h .         (14)

Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè
ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñò-
íûì âûðàæåíèåì ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà [3]:

ε
1log
εNlog

limD
2

2
0ε  ,               (15)

ãäå )N(ε  – ÷èñëî ïðîáíûõ òåë (ïëîùàäåé ãèïîöèê-
ëîèä, ñèíóñîèä) ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ε . ×èñëî

)N(ε  îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ïîäîáèÿ.

Àíàëèç èçìåíåíèÿ ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé ñè-
íóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà íà áàçå öèêëîèäû â çàâèñè-

ìîñòè îò ïàðàìåòðîâ nиk,a  ïðîâåäåí â ðàáîòå [5]
è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ öèê-

ëîèäû 8;4;5,1nk,,a  ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü

D  ñèíòåçèðîâàííîãî ñèãíàëà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò

1,02 äî 1,51. Òàê,  äëÿ 8n4,k,1a  ôðàêòàëü-
íàÿ ðàçìåðíîñòü ñèíóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà ðàâíà

1,09D . Òàê êàê ñâîéñòâà ÃÖ ïîõîæè íà ñâîéñòâà
öèêëîèäû, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî õàðàêòåð
èçìåíåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ñèíóñîèäàëü-
íîãî ñèãíàëà íà áàçå ãèïîöèêëîèäû áóäåò àíàëîãè-
÷åí îïèñàííîìó â [5]. Íàëè÷èå ó ãèïîöèêëîèäû
íîâîãî ïàðàìåòðà р  ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü äèñêðåòè-
çàöèþ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ôîðìèðóåìûõ
ñèãíàëîâ äî 0,001.

Çàâèñèìîñòü ðàçìåðíîñòè ôðàêòàëüíîãî ñèãíàëà,
ïîëó÷åííîãî íà îñíîâå ÃÖ, îò ïàðàìåòðà р  äëÿ

ïàðàìåòðîâ ãèïîöèêëîèäû 8n4,k,1a , ïî-
ëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ (13),  ïîêà-
çàíà íà ðèñ. 7.

1,5 4,7 7,9 11,1 14,3 17,5 1,059
1,064 
1,069 
1,074
1,079 
1,084

р

D

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè

Àíàëèç ðàçìåðíîñòè ôðàêòàëüíîãî ñèãíàëà D íà
áàçå ãèïîöèêëîèäû ïîêàçûâàåò, ÷òî îíà íîñèò
äðîáíûé õàðàêòåð. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíûì.
Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà р  îò 1,5 äî 10 ïðèâîäèò ê

èçìåíåíèþ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè îò 1,059 äî
1,086. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà р ïðèâî-
äèò ê íåçíà÷èòåëüíîìó èçìåíåíèþ ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòè, ïîýòîìó çíà÷åíèå ïàðàìåòðà р  öåëå-
ñîîáðàçíî èçìåíÿòü îò 1,5 äî 5.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ âñïîìîãà-
òåëüíîé (áàçîâîé) ãèïîöèêëîèäàëüíîé ôóíêöèè
ìîæíî ïîëó÷àòü ñèãíàë ñ ðàçëè÷íîé ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòüþ. Êðîìå òîãî, èçìåíåíèå ïàðàìåòðà р
ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü ñèãíàëû ñ áîëüøåé òî÷íî-
ñòüþ.

Âûâîäû è íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ

1. Íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâ ãèïîöèêëîè-
äû ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ íîâîé ôðàê-
òàëüíîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

2. Ôðàêòàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå
ãèïîöèêëîèäû, ïîçâîëÿåò ñèíòåçèðîâàòü ôðàê-
òàëüíûé ñèãíàë.

3. Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà р  ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü
äèñêðåòèçàöèþ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ôîðìè-
ðóåìûõ ñèãíàëîâ.

4. Ïî èçâåñòíûì ïàðàìåòðàì ãèïîöèêëîèäû ìîæ-
íî îäíîçíà÷íî îöåíèâàòü ðàçìåðíîñòü ôðàêòàëüíî-
ãî ñèãíàëà, ÷òî ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü åãî â êà÷å-
ñòâå ýòàëîííîãî ñ èçâåñòíîé ôðàêòàëüíîé ðàçìåð-
íîñòüþ.

5. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå âîçìîæíîñ-
òè ñèíòåçà ñèãíàëîâ íà áàçå äðóãèõ ôðàêòàëüíûõ
íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.
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