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Î ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ  

â çàäà÷å ãîëîñîâàíèÿ1) 

Êàðàáåêÿí Ä.Ñ. 
 

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâàõ àëüòåðíàòèâ (ðàñøè-
ðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ). Àíàëèçèðóåòñÿ ðÿä èçâåñòíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûì 
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òå-
íèé èç ïðåäïî÷òåíèé íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ. Çàòåì îïèñûâàþòñÿ ñó-
ùåñòâóþùèå è ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ìåòîäû ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé. 
Âûäåëåíî òðè ãðóïïû ìåòîäîâ: ëåêñèêîãðàôè÷åñêèå, âåðîÿòíîñòíûå è 
óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ, êîòîðûå èññëåäóþòñÿ íà ñîîòâåòñòâèå èçâåñòíûì 
ñâîéñòâàì. Åñëè ëåêñèêîãðàôè÷åñêèå è âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû äëÿ ëþ-
áîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâ ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü âñå âîçìîæíûå ìíîæåñòâåí-
íûå êîëëåêòèâíûå âûáîðû, òî ìåòîä óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ òðåáóåò äîïîëíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèé ïðè ÷èñëå àëüòåðíàòèâ íå ìåíåå òðåõ. Ââîäÿòñÿ 
ëåêñèêîãðàôè÷åñêèå è âåðîÿòíîñòíûå äîïîëíåíèÿ, à òàêæå äîïîëíåíèÿ, 
îñíîâàííûå íà óïîðÿäî÷åíèè ïî ìîùíîñòè è ïî îòíîøåíèþ ê ðèñêó. Àíà-
ëèçèðóþòñÿ ñâîéñòâà âûäåëåííûõ ìåòîäîâ ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé. 
 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåäïî÷òåíèå, ðàñøèðåííîå ïðåäïî÷òåíèå, ãîëîñîâàíèå, ìà-

íèïóëèðîâàíèå, êîëëåêòèâíûé âûáîð. 
 

Ââåäåíèå 
 
Ïðîáëåìà ìàíèïóëèðîâàíèÿ ïðè ãîëîñîâàíèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èçáèðà-

òåëü, íàìåðåííî èñêàçèâ ñâîè èñòèííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ìîæåò äîáèòüñÿ ëó÷øåãî äëÿ 
ñåáÿ êîëëåêòèâíîãî ðåøåíèÿ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ìàíèïóëèðîâàíèå íà ïðèìåðå. Ïóñòü 
â ãîëîñîâàíèè ïî ÷åòûðåì àëüòåðíàòèâàì ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ïÿòü ÷åëîâåê. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî êàæäûé èçáèðàòåëü ìîæåò ñðàâíèòü âñå àëüòåðíàòèâû è èìååò ñòðîãèå 
ïðåäïî÷òåíèÿ. Ïðåäñòàâèì èñêðåííèå ïðåäïî÷òåíèÿ â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû: 

,
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1) Àâòîð âûðàæàåò îãðîìíóþ áëàãîäàðíîñòü Àëåñêåðîâó Ô.Ò. çà öåííûå çàìå÷àíèÿ è 

ïðåäëîæåíèÿ. Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà Íàó÷íûì ôîíäîì ÃÓ ÂØÝ (ãðàíò ¹ 08-04-0008), 
ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 08-01-00039a) è Èíñòèòóòîì ôóíäàìåíòàëüíûõ ìåæäèñöèïëèíàðíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé ÃÓ ÂØÝ. 
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ãäå iP  – ýòî ñòðîãîå ïðåäïî÷òåíèå i-ãî ó÷àñòíèêà, ïðè÷åì ÷åì âûøå â ðàíæèðîâàíèè 
àëüòåðíàòèâà, òåì ëó÷øå îíà äëÿ ýòîãî ó÷àñòíèêà. Ïóñòü äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ 
èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà, òîãäà áóäåò âûáðàíà àëüòåðíà-
òèâà, çà êîòîðóþ ïîäàíî áîëüøå âñåãî ãîëîñîâ. Â äàííîé ñèòóàöèè òàêèõ àëüòåðíàòèâ 
äâå – а  è ,d  çà êàæäóþ èç êîòîðûõ ïîäàíî ïî äâà ãîëîñà. Òàê êàê íåèçâåñòíî, êàêèì 
îáðàçîì áóäåò âûáðàíà àëüòåðíàòèâà ñðåäè íàáðàâøèõ ðàâíîå ÷èñëî ãîëîñîâ, ìîæíî 
ñêàçàòü, ÷òî âûáîðîì ïðè ãîëîñîâàíèè ïî ïðàâèëó îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà (áåç 
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé) ÿâëÿåòñÿ íàáîð { }., da  

Ðàññìîòðèì ïðåäïî÷òåíèÿ ïÿòîãî ó÷àñòíèêà. Ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ, âûáîð ïðè 
èñêðåííèõ ïðåäïî÷òåíèÿõ ñîäåðæèò êàê âòîðóþ íàèëó÷øóþ àëüòåðíàòèâó, òàê è 
õóäøóþ äëÿ íåãî àëüòåðíàòèâó, ïðè÷åì, êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, íåèçâåñòíî, êà-
êàÿ èç íèõ áóäåò âûáðàíà â èòîãå. Çàìåòèì, ÷òî ó÷àñòíèê 5 ìîæåò èñêàçèòü ñâîè 
ïðåäïî÷òåíèÿ – à èìåííî, çàÿâèòü, ÷òî ëó÷øåé àëüòåðíàòèâîé äëÿ íåãî ÿâëÿåòñÿ 
àëüòåðíàòèâà ,d  à íå .с  Â ýòîì ñëó÷àå çà àëüòåðíàòèâó d  áóäåò ïîäàíî 3 ãîëîñà è 
îíà ñòàíåò åäèíñòâåííûì âûáîðîì. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå, ìàíèïóëèðóÿ, ïÿ-
òûé ó÷àñòíèê ãàðàíòèðóåò, ÷òî áóäåò âûáðàíà åãî âòîðàÿ íàèëó÷øàÿ àëüòåðíàòèâà. 
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçóìíûõ ñîîáðàæåíèé, î êîòîðûõ â äàëüíåéøåì ïîéäåò ðå÷ü, ìîæíî 
ñêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò äëÿ ó÷àñòíèêà 5 áóäåò ëó÷øå, ÷åì íàáîð, ñîäåðæàùèé âòîðóþ 
íàèëó÷øóþ è õóäøóþ àëüòåðíàòèâû, ò.å. ïÿòîìó èçáèðàòåëþ âûãîäíî ìàíèïóëèðîâàòü. 

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçíûõ ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ 
ìàíèïóëèðîâàíèÿ. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû, êàê è â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî òåîðèè 
ìàíèïóëèðîâàíèÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ó÷àñòíèê èìååò îäèí ãîëîñ è íå-
ñêîëüêî ó÷àñòíèêîâ íå ìîãóò äîãîâàðèâàòüñÿ î ñîâìåñòíîì èçìåíåíèè ïðåäïî÷òåíèé. 
Îñòàëüíûå ïðåäïîñûëêè áóäóò îïèñàíû ïîçäíåå â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå. 

Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ìàíèïóëèðîâàíèÿ áûëè íà÷àòû â ðà-
áîòàõ [5, 16]. Â íèõ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ðàçóìíàÿ ïðîöåäóðà íå çàùèùåíà îò 
ìàíèïóëèðîâàíèÿ ñî ñòîðîíû ó÷àñòíèêîâ ãîëîñîâàíèÿ. Â ñòàòüÿõ [1, 9] áûë âïåðâûå 
ïîñòàâëåí âîïðîñ î ñòåïåíè ìàíèïóëèðóåìîñòè ñõåì ãîëîñîâàíèÿ. Îäíàêî îöåíêà 
óðîâíÿ ìàíèïóëèðóåìîñòè íà ïðàêòèêå – ýòî ñëîæíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à, äëÿ 
îáëåã÷åíèÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé â èññëåäîâàíèÿõ ïðèíèìàåòñÿ ðÿä óïðîùàþùèõ ïðåä-
ïîñûëîê. Ñàìîé ãëàâíîé è æåñòêîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðîáëåìû ìàíèïó-
ëèðîâàíèÿ â óñëîâèÿõ îäíîçíà÷íîãî âûáîðà ïóòåì ââåäåíèÿ óñëîâèÿ óñòðàíåíèÿ íå-
ñðàâíèìîñòè. Äàííîå óñëîâèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç ìíîæåñòâà âûèãðûâàþùèõ 
àëüòåðíàòèâ, ñîãëàñíî çàðàíåå îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó, áóäåò âûáðàí åäèíñòâåííûé 
ïîáåäèòåëü. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòðàíåíèå íåñðàâíèìîñòè â ñî-
îòâåòñòâèè ñ àëôàâèòíûì ïîðÿäêîì. Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå èòîãîâûì âûáî-
ðîì òîãäà áóäåò íàáîð { }.a  

Òàêîé ñïîñîá âñòðå÷àåòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî, íî îí ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî ïðîáëåì, 
íàïðèìåð, íåðàâíîïðàâíîñòü ó÷àñòíèêîâ ãîëîñîâàíèÿ (èçáèðàòåëè, êîòîðûå áîëüøå 
âñåãî ïðåäïî÷èòàþò ïåðâûå àëüòåðíàòèâû ïî àëôàâèòó, çàðàíåå íàõîäÿòñÿ â âûèã-
ðûøíîì ïîëîæåíèè), ÷òî ìîæåò çíà÷èòåëüíî èñêàçèòü ðåçóëüòàòû êîëè÷åñòâåííîé 
îöåíêè óðîâíÿ ìàíèïóëèðóåìîñòè. Áîëåå ìÿãêèì óñëîâèåì óñòðàíåíèÿ íåñðàâíèìîñòè 
ìîæíî ñ÷èòàòü ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [13]. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â èòî-
ãîâîì ìíîæåñòâåííîì âûáîðå ïîÿâëåíèå âñåõ àëüòåðíàòèâ ðàâíîâåðîÿòíî è âûèãðû-
âàþùàÿ àëüòåðíàòèâà âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.  

Çàäà÷à ìàíèïóëèðîâàíèÿ â ñèòóàöèè ìíîæåñòâåííîãî âûáîðà ïî÷òè íå ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü íå òîëüêî ââèäó ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, íî è èç-çà îòñóòñòâèÿ ìå-
òîäîëîãèè ìíîæåñòâåííîãî âûáîðà.  
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Â óêàçàííîì âûøå ïðèìåðå óòâåðæäåíèå, ÷òî ïÿòîìó ó÷àñòíèêó âûãîäíî ìà-
íèïóëèðîâàòü, ñòðîèòñÿ íà òîì, ÷òî íàáîð { }d  ïðè íåèñêðåííèõ ïðåäïî÷òåíèÿõ ïÿ-
òîãî ó÷àñòíèêà ïðåäïî÷èòàåòñÿ íàáîðó { }da ,  ïðè èñêðåííèõ. Îäíàêî ýòîò ôàêò íà-
ïðÿìóþ íå ñëåäóåò èç ïðåäïî÷òåíèé, ïîñêîëüêó ó ó÷àñòíèêà ãîëîñîâàíèÿ èìåþòñÿ 
ïðåäïî÷òåíèÿ ëèøü íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ, íî ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâàõ 
àëüòåðíàòèâ íåèçâåñòíû. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå èçâåñòíûõ, à 
òàêæå ðàçðàáîòêà è ïðåäëîæåíèå ðàçëè÷íûõ íîâûõ ñõåì ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé, 
ïîçâîëÿþùèõ ñðàâíèòü âñåâîçìîæíûå êîëëåêòèâíûå âûáîðû äëÿ ëþáîãî ÷èñëà àëü-
òåðíàòèâ.  

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, 
èñïîëüçóåìûå â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû, è ôîðìóëèðóåòñÿ îïðåäåëåíèå ìàíèïóëèðî-
âàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìíîæåñòâåííîãî âûáîðà. Âî âòîðîì ðàçäåëå íà îñíîâå àíàëèçà ñó-
ùåñòâóþùåé ëèòåðàòóðû ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåä-
ïî÷òåíèé íà ìíîæåñòâàõ àëüòåðíàòèâ è àíàëèçèðóåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè. 
Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé, ïîçâîëÿþ-
ùèå ñðàâíèòü âñå íàáîðû àëüòåðíàòèâ. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå àíàëèçèðóþòñÿ ñâîéñòâà 
ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèé. Â ïÿòîì ðàçäåëå íà ïðèìåðå ïîêàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå ðàñ-
øèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèé ïðè îöåíêå ìàíèïóëèðóåìîñòè ñõåì àãðåãèðîâàíèÿ. Â çà-
êëþ÷åíèè ñäåëàíû âûâîäû î ïðîâåäåííîé ðàáîòå â öåëîì è îïèñàíû ïåðñïåêòèâû 
ïðèìåíåíèÿ èññëåäîâàíèÿ. 

 
1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ 

 
Ïðîáëåìà ìàíèïóëèðîâàíèÿ èññëåäóåòñÿ íà îñíîâå îáîçíà÷åíèé è ïîñòàíîâêè 

çàäà÷è, ïðåäëîæåííîé â ñòàòüå [1]. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ,A  ñîñòîÿùåå èç m  àëüòåðíà-

òèâ ).2( >m  Ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A  ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü { }∅= \2 AA 2). Ó÷àñòíèêè èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà { } )1(,,...,1 >= nnN  èìåþò 

ïðåäïî÷òåíèÿ iP  íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ èç A  è ðàñøèðåííîå ïðåäïî÷òåíèå iEP  
íà ìíîæåñòâå A . 

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäïî÷òåíèå iP  ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, ò.å. óäîâ-
ëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 

• àíòèðåôëåêñèâíîñòè ( ,Ax ∈∀  xPx ); 
• òðàíçèòèâíîñòè ( Azyx ∈∀ ,,  xPy  è xPzyPz ⇒ ); 

• ñâÿçíîñòè ( Ayx ∈∀ ,  yx ≠  ëèáî ,xPy  ëèáî yPx ). 
Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå àëüòåðíàòèâû ñðàâíèìû è ïðåäïî÷òåíèÿ 

ñòðîãèå. Âåêòîð ,P  ñîñòîÿùèé èç ïðåäïî÷òåíèé n  ó÷àñòíèêîâ, íàçûâàåòñÿ ïðîôè-
ëåì. Êîëëåêòèâíûé âûáîð ôîðìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè êîëëåêòèâíîãî âûáîðà 

â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîôèëåì P  è ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A . Îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ íà A  êàê L . Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ êîëëåêòèâíî-

ãî âûáîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòîáðàæåíèå AL →nF : . 

                                                           
2) Çàìåòèì, ÷òî, ñëåäóÿ òðàäèöèè, ìû íå ðàññìàòðèâàåì ïóñòîå ìíîæåñòâî â êà÷åñòâå 

âîçìîæíîãî âûáîðà, ïîñêîëüêó ïðàêòè÷åñêè âñå ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé íå äàþò ïóñ-
òîå ìíîæåñòâî â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ãîëîñîâàíèÿ.  
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Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå ìàíèïóëèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìíîæåñòâåííîãî âû-
áîðà. Ïóñòü 

 { }ni PPPP ,,,,1 ……=   

ÿâëÿåòñÿ ïðîôèëåì èñòèííûõ ïðåäïî÷òåíèé àãåíòîâ, òîãäà êàê 

 { }niiii PPPPPP ,,,,,, 111 …… +
′

−− =   

áóäåò ïðîôèëåì, â êîòîðîì âñå ó÷àñòíèêè, êðîìå i-ãî, çàÿâëÿþò ñâîè èñòèííûå ïðåä-

ïî÷òåíèÿ. Îáîçíà÷èì ñôîðìèðîâàííûå âûáîðû äëÿ ýòèõ ïðîôèëåé P  è iP−  ÷åðåç 

)(PC  è )( iPC −  ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ìàíèïóëèðîâàíèå, 

åñëè äëÿ i-ãî àãåíòà ),()( PCEPPC ii−  ãäå iEP  – ýòî ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ ó÷à-

ñòíèêà .i  Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîëëåêòèâíûé âûáîð â óñëîâèÿõ 
îòêëîíåíèÿ ïðåäïî÷èòàåòñÿ âûáîðó ïðè èñòèííûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ. 

Òàêæå â ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà ëåêñèêîãðàôè÷åñêèå 
ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîä êîòîðûìè áóäóò ïîíèìàòüñÿ ïðåäïî÷òåíèÿ iP  âèäà niiii xPPxPxPx …321  

èëè .zPcPbPaP iiii …  

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïèñàëè îñíîâíûå ïðåäïîñûëêè íàøåãî àíàëèçà. Òåïåðü íå-
îáõîäèìî èçó÷èòü ñóùåñòâóþùèå â ëèòåðàòóðå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâî-
ðÿòü ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ. 

 
2. Îñíîâíûå ïðåäïîñûëêè ñîïîñòàâëåíèÿ íàáîðîâ àëüòåðíàòèâ 
 
Â ýòîé ÷àñòè èññëåäîâàíèÿ íàì íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ïðåä-

ïîñûëêè, îïèñûâàþùèå òî, êàê âçàèìîñâÿçàíû ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå àëüòåð-
íàòèâ ñ ðàñøèðåííûìè ïðåäïî÷òåíèÿìè íà ìíîæåñòâå êîëëåêòèâíûõ âûáîðîâ. Ïåð-
âîå óñëîâèå îñíîâàíî íà ðàáîòå [2]. 

Óñëîâèå 1. Ïóñòü .Ni ∈  Ïóñòü yxPi  äëÿ êàêèõ-ëèáî ., Ayx ∈  Òîãäà ,, nPP L∈′∀  

åñëè { }xPC =)(  è { },,)( yxPC =′  òîãäà );()( PCEPPC i ′   åñëè { }yxPC ,)( =  è { },)( yPC =′  

òîãäà );()( PCEPPC i ′  åñëè { }xPC =)(  è { },)( yPC =′  òîãäà ).()( PCEPPC i ′   

Ýòî óñëîâèå ìîæíî ñâåñòè ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó. Ïóñòü .Ni ∈  Ïóñòü yxPi  äëÿ 

êàêèõ-ëèáî ., Ayx ∈  Òîãäà ,, nPP L∈′∀  { } { } { }yEPyxEPx ii ,  è { } { }.yEPx i  Äàííîå ïðåä-

ïîëîæåíèå âïîëíå ëîãè÷íî, òàê êàê ïåðåõîä, íàïðèìåð, îò { }yx,  ê { }x  íå óõóäøèò 

ïîëîæåíèå èíäèâèäà. Ïðè ýòîì â íàáîðå { }yx,  ñóùåñòâóåò òàêîé ðåçóëüòàò ,y  êîòî-

ðûé â ñëó÷àå âûáîðà óõóäøèò ïîëîæåíèå èíäèâèäà ïî ñðàâíåíèþ ñ { }.x  Àíàëîãè÷íî 
ìîæíî îïèñàòü è îñòàâøèåñÿ îòíîøåíèÿ. 

Ñëåäóþùåå óñëîâèå áûëî ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [8] è èçâåñòíî êàê àêñèîìà 
äîìèíèðîâàíèÿ. 

Àêñèîìà äîìèíèðîâàíèÿ Êåëëè. 

Ni ∈∀  è ,, nPP L∈′∀  åñëè ( )(PCx ∈∀  è yxPPCy i⇒′∈∀ )( ), òîãäà ).()( PCEPPC i ′  
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Åñëè âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî êîëëåêòèâíîãî âûáîðà íåñòðîãî ïðåäïî÷èòàþòñÿ 
âñåì ýëåìåíòàì âòîðîãî, òî è ñàì ïåðâûé êîëëåêòèâíûé âûáîð áóäåò ïðåäïî÷èòàòüñÿ 
âòîðîìó. Íåò ñîìíåíèé â òîì, ÷òî äàííîå óñëîâèå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî, åñëè ìû 
ñðàâíèâàåì ìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ. 

Óñëîâèå 2. Ni ∈∀  è ,, nPP L∈′∀  åñëè 

( )
( ) ( )

( ) ( )
,

( ), ( ) ( ), ( )

i

i i

x C P  и y C P xP y или x y  и

 z C P что y C P zP y или z C P что x C P xP z

 ′∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ =
 
  ′ ′∃ ∈ ∀ ∈ ⇒ ∃ ∈ ∀ ∈ ⇒    

ur uur

ur uur uur ur  

òîãäà ).()( PCEPPC i ′   
Äàííîå óñëîâèå áûëî ïðåäñòàâëåíî â [10]. Èñïîëüçóÿ àêñèîìó äîìèíèðîâàíèÿ 

Êåëëè, óñëîâèå 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â áîëåå ïðîñòîì âèäå. 

Óñëîâèå 2'. Ni ∈∀  è ,, nPP L∈′∀  åñëè  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,i ix C P  и y C P xP y или x y и z C P  и w C P zPw ′ ′∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ = ∃ ∈ ∃ ∈ ⇒  
ur uur ur uur

 òîãäà 

)()( PCEPPC i ′ . 
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 2 ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëî-

âèÿ 1. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ïðåäïîñûëêà ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü îáùåñòâåííûå 
âûáîðû, èìåþùèå íå áîëåå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ, òàê êàê ó íàñ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòðî-
ãèå ïðåäïî÷òåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ ïðåäïî÷òåíèé ýòî óñëîâèå ïî-
çâîëèò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî { } { },,, 9661 xxEPxx i  íî íå ïîçâîëèò ñðàâíèòü ìíîæåñòâà 

{ }761 ,, xxx  è { }.,, 976 xxx   

Óñëîâèå 3. Ni ∈∀  è ,, nPP L∈′∀  åñëè )()( PCPC ⊂′  

è åñëè ( )( )yxилиyxPPCyиPCPCx i =⇒′∈∀′−∈∀ )()()(  

è ( )( ),)(,)()( yzPPCyчтоPCPCz i⇒′∈∀′−∈∃  òî ).()( PCEPPC i ′  

Óñëîâèå 4. Ni ∈∀  è ,, nPP L∈′∀  åñëè )()( PCPC ′⊂  è åñëè  

( )( )yxилиyxPPCPCyиPCx i =⇒−′∈∀∈∀ )()()(  

è  ( )( ),)(,)()( zxPPCxчтоPCPCz i⇒∈∀−′∈∃  òî ).()( PCEPPC i ′  
Ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ñðàâíèâàòü íàáîðû ñëåäóþùåãî âèäà: 

{ } { }76761 ,,, xxEPxxx i  (ïî óñëîâèþ 3) è { } { }97676 ,,, xxxEPxx i  (ïî óñëîâèþ 4). Â ñëó÷àå, 
êîãäà ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òðàíçèòèâíîñòè, ìîæíî 
ñðàâíèòü íàáîðû { } { },,,,, 976761 xxxEPxxx i  ò.å. ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå â ïåðåñå÷åíèè 
áîëåå ÷åì îäíó àëüòåðíàòèâó. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ 3 è 4 ïðè íàëè÷èè òðàíçè-
òèâíîñòè ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñèëüíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ óñëîâèÿìè 1 è 2. Ñôîðìóëèðó-
åì ëåììó. 

Ëåììà 1. Èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 2 ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1 è àêñèîìû 
äîìèíèðîâàíèÿ Êåëëè. Èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèé 3 è 4, à òàêæå óñëîâèÿ òðàíçèòèâ-
íîñòè ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèé ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2. Òî åñòü: 

 .1243 КеллиаксиомаиусловиеусловиеEPостьтранзитивниусловия i ⇒⇒+  
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñàìèõ óñëîâèé, ïîýòîìó áóäåò 
îïóùåíî. 

Ñëåäóþùåå óñëîâèå áûëî ïðåäñòàâëåíî â ðàçíûõ âèäàõ â ðàáîòàõ [7, 14] êàê 
àêñèîìà ìîíîòîííîñòè. 

Àêñèîìà ìîíîòîííîñòè. ,Ni ∈∀  nP L∈∀  è )(\, PCAyx ∈∀   

{ }( ) { }( ),)()( yPCEPxPC i ∪∪  åñëè è òîëüêî åñëè .yxPi  
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äâà êîëëåêòèâíûõ âûáîðà îòëè÷àþòñÿ òîëüêî îäíîé 

àëüòåðíàòèâîé, òî òîò íàáîð, êîòîðûé ñîäåðæèò áîëåå ïðåäïî÷èòàåìóþ àëüòåðíàòè-
âó, äîëæåí áûòü áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì â ñìûñëå ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèé. 

Ïðèíöèï Ãýðäåíôîðñà. ,Ni ∈∀  nP L∈∀  è )(\ PCAy ∈∀  

1. ( ) { }( ),)()( yPCEPPC i ∪  êîãäà )(PCx ∈∀  âûïîëíåíî ;yxPi  

2. { }( ) ( ),)()( PCEPyPC i∪  êîãäà )(PCx ∈∀  âûïîëíåíî .xyPi  
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì óñëîâèÿ 4, à âòîðàÿ ÷àñòü – ÷àñòíûì ñëó÷àåì óñëîâèÿ 5. Äàííûé ïðèíöèï, 
ïðåäñòàâëåííûé â [4], èçâåñòåí êàê ïðèíöèï Ãýðäåíôîðñà. Åãî ìîæíî ïðîèíòåðïðå-
òèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ìû äîáàâëÿåì ê íåêîòîðîìó íàáîðó àëüòåðíàòè-
âó, êîòîðàÿ áîëåå (ìåíåå) ïðåäïî÷òèòåëüíà, ÷åì âñå àëüòåðíàòèâû â èçíà÷àëüíîì íà-
áîðå, òî èòîãîâûé íàáîð äîëæåí áûòü áîëåå (ìåíåå) ïðåäïî÷òèòåëüíûì â ñìûñëå ðàñ-
øèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèé. 

Âñå óêàçàííûå âûøå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íå ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûìè è íå 
ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü âñå íàáîðû. Íàïðèìåð, íå ïîääàþòñÿ ñðàâíåíèþ êàê íàáîðû, ñî-
îòíîøåíèÿ ìåæäó êîòîðûìè êàæóòñÿ âïîëíå ëîãè÷íûìè ({ }61, xx  è { }72 , xx ), òàê è íà-

áîðû ñ ÿâíî íåîïðåäåëåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè ( { }761 ,, xxx  è { }42 , xx ). Òàêèì îáðàçîì, 
íåîáõîäèìî äîîïðåäåëèòü äàííûå ïðåäïîñûëêè, à òî÷íåå ââåñòè íîâûå ïðàâèëà ðàñ-
øèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé, êîòîðûå áû íå ïðîòèâîðå÷èëè âñåì óñëîâèÿì è ïîçâîëÿëè áû 
îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A . 
Íèæå îïèñûâàåòñÿ íåñêîëüêî èçâåñòíûõ è íîâûõ ìåòîäîâ ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé, 
êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû – ëåêñèêîãðàôè÷åñêèå, âåðîÿòíîñòíûå è 
ìåòîäû óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ ñàì ïî ñåáå íå ïîçâîëÿåò 
ñðàâíèòü âñå âîçìîæíûå íàáîðû àëüòåðíàòèâ è ïîýòîìó òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ 
îãðàíè÷åíèé. Áûëî ïðåäëîæåíî 8 òèïîâ òàêèõ îãðàíè÷åíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî 
ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ â âèäå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà. 

 
3. Ìåòîäû ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé 

 
3.1. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèå ìåòîäû 

 
3.1.1. Ëåêñèìèí 

 
Äàííûé ìåòîä ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ áûë ïðåäëîæåí Ï. Ïàòòàíàèêîì è 

Á. Ïåëåãîì â [11]. Îäíàêî çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî â âèäå, ïðåäñòàâëåííîì 
â [15]. Îñíîâó ýòîãî ñïîñîáà ñîñòàâëÿåò ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ õóäøèõ àëüòåðíàòèâ äâóõ 
êîëëåêòèâíûõ âûáîðîâ. Åñëè õóäøèå àëüòåðíàòèâû ñîâïàäàþò, òî íåîáõîäèìî ñðàâ-
íèâàòü âòîðûå õóäøèå àëüòåðíàòèâû è òàê äàëåå. Åñëè äàëüíåéøåå ñðàâíåíèå íå-
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âîçìîæíî, ò.å. êîãäà îäèí èç êîëëåêòèâíûõ âûáîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãî-
ãî, òî áîëüøèé ïî ìîùíîñòè íàáîð ïðåäïî÷èòàåòñÿ ìåíüøåìó. 

Ìàòåìàòè÷åñêè äàííûé ñïîñîá âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ äàííûõ ïðåä-
ïî÷òåíèé L∈iP  ñòðîÿòñÿ ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ ïî ïðèíöèïó ëåêñèìèí iEP  ñ 
èñïîëüçîâàíèåì íèæåïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà. 

Ñðàâíèâàþòñÿ äâà îáùåñòâåííûõ âûáîðà A∈YX , : 

1.  Ïóñòü îáà ìíîæåñòâà ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ,kYX ==  ãäå 

{ }.1,,1 −∈ mk …  Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû îáùåñòâåííîãî âûáîðà â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïðåä-

ïî÷òåíèÿ, ò.å.: { }kxxX ,,1 …=  è { },,,1 kyyY …=  ãäå 1+jij xPx  è 1+jij yPy  { }.1,,1 −∈∀ kj …  

Ñîîòíîøåíèå YEPX i  èìååò ìåñòî, åñëè è òîëüêî åñëè hih yPx  äëÿ íàèáîëüøåãî 

{ },,,1 kh …∈  òàêîãî, ÷òî .hh yx ≠  

2.  Ïóñòü .YX ≠  Òåïåðü óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû îáùåñòâåííîãî âûáîðà â ïî-

ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ, ò.å.: { }1, , XX x x= …  è { }1, , YY y y= … , ãäå jij xPx 1+  

{ }1,,1 −∈∀ Xj …  è jij yPy 1+  { }.1,,1 −∈∀ Yj …  Äàëåå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 

à) hh yx =  { }{ }.,min,,1 YXh …∈∀  Òî åñòü îäèí íàáîð ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì 

äðóãîãî. Òîãäà, êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, áóäåò ïðåäïî÷èòàòüñÿ áîëüøèé ïî ìîù-
íîñòè îáùåñòâåííûé âûáîð. Òî åñòü YEPX i  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà .YX >  

á) { }{ }YXh ,min,,1 …∈∃ , äëÿ êîòîðîãî .hh yx ≠  Òîãäà ,YEPX i  åñëè è òîëüêî 

åñëè hih yPx  äëÿ íàèìåíüøåãî èç { }{ }YXh ,min,,1 …∈ , äëÿ êîòîðîãî .hh yx ≠  

Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ àëüòåðíàòèâ è ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ ïðåäïî÷òåíèé 
ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ïðèíöèïó ëåêñèìèí, áóäóò èìåòü ñëå-
äóþùèé âèä: 

{ } { } { } { } { } { } { }.,,,,, cEPcbEPcbaEPcaEPbEPbaEPa iiiiii  

 
3.1.2. Ëåêñèìàêñ 

 
Ýòîò ñïîñîá ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé àíàëîãè÷åí ëåêñèìèíó, òîëüêî ñðàâíè-

âàþòñÿ íàèëó÷øèå ýëåìåíòû äâóõ îáùåñòâåííûõ âûáîðîâ. Åñëè îíè ðàâíû, òî ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ âòîðûå íàèëó÷øèå è ò.ä. Ïðè íåâîçìîæíîñòè äàëüíåéøåãî ñðàâíåíèÿ, 
êîãäà îäèí èç íàáîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî, òî ìåíüøèé ïî ìîùíîñòè 
íàáîð ïðåäïî÷èòàåòñÿ áîëüøåìó. 

Ïðåäëîæèì òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà â ñîîòâåòñòâèè ñ [15]. 
Äëÿ äàííûõ ïðåäïî÷òåíèé L∈iP  ñòðîÿòñÿ ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ ïî ïðèíöèïó 

ëåêñèìàêñ iEP  ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. 

Ñðàâíèâàþòñÿ äâà îáùåñòâåííûõ âûáîðà A∈YX , . 

1.  Ïóñòü îáà ìíîæåñòâà ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ,kYX ==  ãäå 

{ }.1,,1 −∈ mk …  Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû îáùåñòâåííîãî âûáîðà â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïðåä-

ïî÷òåíèÿ, ò.å.: { }kxxX ,,1 …=  è { },,,1 kyyY …=  ãäå 1+jij xPx  è 1+jij yPy  { }.1,,1 −∈∀ kj …  
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Ñîîòíîøåíèå YEPX i  èìååò ìåñòî, åñëè è òîëüêî åñëè hih yPx  äëÿ íàèìåíüøåãî 

{ },,,1 kh …∈  òàêîãî, ÷òî .hh yx ≠  

2.  Ïóñòü .YX ≠  Àíàëîãè÷íî óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû îáùåñòâåííîãî âûáîðà â 

ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ, ò.å.: { }XxxX ,,1 …=  è { },,,1 YyyY …=  ãäå 1+jij xPx  

{ }1,,1 −∈∀ Xj …  è 1+jij yPy  { }.1,,1 −∈∀ Yj …  Äàëåå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 

à) hh yx =  { }{ }.,min,,1 YXh …∈∀  Òî åñòü îäèí íàáîð ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì 

äðóãîãî. YEPX i  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà .YX <  

á) { }{ },,min,,1 YXh …∈∃  äëÿ êîòîðîãî .hh yx ≠  Òîãäà ,YEPX i  åñëè è òîëüêî 

åñëè hih yPx  äëÿ íàèìåíüøåãî èç { }{ },,min,,1 YXh …∈  äëÿ êîòîðîãî .hh yx ≠  

Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ àëüòåðíàòèâ è ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ ïðåäïî÷òåíèé 
ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ïðèíöèïó ëåêñèìàêñ, áóäóò èìåòü ñëå-
äóþùèé âèä: 

{ } { } { } { } { } { } { }.,,,,, cEPcbEPbEPcaEPcbaEPbaEPa iiiiii  

Îáà ñïîñîáà ðàñøèðåíèÿ ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü âñå âîçìîæíûå íàáîðû. 
 

3.2. Âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû 
 

Ââåäåì íîâûå ìåòîäû ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé. Äàííûå ñïîñîáû óïîðÿäî-
÷èâàíèÿ àëüòåðíàòèâ îòëè÷àþòñÿ îò ìåòîäîâ «ëåêñè» òåì, ÷òî ó÷àñòíèê ãîëîñîâàíèÿ 
îðèåíòèðóåòñÿ íå íà íàëè÷èå àëüòåðíàòèâû â èòîãîâîì âûáîðå, à íà âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî èìåííî ýòà àëüòåðíàòèâà âûèãðàåò â èòîãå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòè 

ïîáåäû êàæäîé àëüòåðíàòèâû ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû m
1  è ÷òî 

âñå ó÷àñòíèêè ãîëîñîâàíèÿ çíàþò ýòî. Èòîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü â íàáîðå áóäåò ñ÷èòàòüñÿ 
ïî ïðàâèëó Áàéåñà. Íàïðèìåð, â íàáîðå { }cba ,,  – âåðîÿòíîñòü, ÷òî â èòîãîâîì âû-

áîðå áóäåò àëüòåðíàòèâà ,a  ðàâíà 3
1

111

1
=

++ mmm

m . 

Çäåñü ðàçëè÷àþòñÿ äâà ñïîñîáà: óïîðÿäî÷åíèå ïî óáûâàíèþ âåðîÿòíîñòè íàè-
ëó÷øåé àëüòåðíàòèâû è ïî âîçðàñòàíèþ âåðîÿòíîñòè íàèõóäøåé. Ðàññìîòðèì ýòè 
ñïîñîáû. 

 
3.2.1. Óïîðÿäî÷åíèå ïî óáûâàíèþ âåðîÿòíîñòè  

íàèëó÷øåé àëüòåðíàòèâû 
 
Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèè äâóõ ìíîæåñòâåííûõ âûáîðîâ ïîýëå-

ìåíòíî. Åñëè â óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðàõ íà ïåðâîì ìåñòå ñòîÿò îäèíàêîâûå àëüòåð-
íàòèâû, òî ïðåäïî÷èòàåòñÿ òîò íàáîð, â êîòîðîì âåðîÿòíîñòü îêîí÷àòåëüíîãî âûáîðà 
äàííîé àëüòåðíàòèâû âûøå. Ïðè ðàâíûõ âåðîÿòíîñòÿõ ñìîòðÿò íà ñîîòíîøåíèå îñ-
òàëüíûõ ýëåìåíòîâ. 
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Îáñóäèì äàííûé ìåòîä íà ïðèìåðå. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ðàíåå, â íàáîðå 

{ }cba ,,  – âåðîÿòíîñòü, ÷òî â èòîãîâîì âûáîðå áóäåò àëüòåðíàòèâà ,a  ðàâíàÿ 3
1  (ïîëà-

ãàåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïîáåäû êàæäîé àëüòåðíàòèâû èç îäíîãî ìíîæåñòâåííîãî âû-

áîðà ðàâíû), â íàáîðå { }ca,  âåðîÿòíîñòü ðàâíà 2
1 . Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàñøèðåí-

íûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ, ïîñòðîåííûõ ïî ïðèíöèïó óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòè íàèëó÷øåé 
àëüòåðíàòèâû, áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ íà-
áîðàìè: { } { }.,,, cbaEPca i  Â îáùåì âèäå äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ àëüòåðíàòèâ è ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêèõ ïðåäïî÷òåíèé ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

{ } { } { } { } { } { } { }.,,,,, cEPcbEPbEPcbaEPcaEPbaEPa iiiiii   

Ïðåäëîæèì ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå äàííîãî ìåòîäà. Äëÿ äàííûõ ïðåäïî÷òå-
íèé L∈iP  ñòðîÿòñÿ ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ ïî ïðèíöèïó óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòè 

íàèëó÷øåé àëüòåðíàòèâû iEP  ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ñðàâíèâàþòñÿ äâà êîëëåê-

òèâíûõ âûáîðà A∈YX , . 
Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû êîëëåêòèâíîãî âûáîðà â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïðåäïî÷òå-

íèÿ, ò.å.: { }1, , XX x x= …  è { }1, , ,YY y y= …  ãäå 1+jij xPx  { }1,,1 −∈∀ Xj …  è 1+jij yPy  

{ }.1,,1 −∈∀ Yj …  Äàëåå ïðîèçâîäèì ñëåäóþùèå ñîïîñòàâëåíèÿ: 

1) åñëè ,11 yPx i  òî ( ) ;, iEPYX ∈  

2) åñëè 11 yx =  è ,YX <  òî ( ) ;, iEPYX ∈  

3) åñëè 11 yx =  è ,kYX ==  ãäå { },1,,2 −∈ mk …  òî ñîîòíîøåíèå ( ) iEPYX ∈,  

èìååò ìåñòî, åñëè è òîëüêî åñëè hih yPx  äëÿ íàèìåíüøåãî { },,,2 kh …∈  òàêîãî, ÷òî 

.hh yx ≠   
Äàííîå îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëåíî â âèäå àëãîðèòìà. Èç ñàìîé ôîðìóëèðîâêè 

âèäíî, ÷òî ñðàâíåíèþ ïîääàþòñÿ âñå íàáîðû. 
 

3.2.2. Óïîðÿäî÷åíèå ïî âîçðàñòàíèþ âåðîÿòíîñòè  
íàèõóäøåé àëüòåðíàòèâû 

 
Ýòîò ìåòîä ðàñøèðåíèÿ àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà 

ñðàâíåíèÿ ýëåìåíòîâ. Çäåñü îñíîâíîå âíèìàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íå íà íàëè÷èè ëó÷-
øåãî, à íà îòñóòñòâèè õóäøåãî ðåçóëüòàòà. Ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìèçèðóåòñÿ âåðîÿò-
íîñòü âûáîðà õóäøèõ àëüòåðíàòèâ. Ïðåäëîæèì ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ìåòîäà è 
ïðèâåäåì ïðèìåð. 

Äëÿ äàííûõ ïðåäïî÷òåíèé L∈iP  ñòðîÿòñÿ ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ ïî 

ïðèíöèïó âîçðàñòàíèÿ âåðîÿòíîñòè íàèõóäøåé àëüòåðíàòèâû iEP  ñëåäóþùèì ñïîñî-

áîì. Ñðàâíèâàþòñÿ äâà êîëëåêòèâíûõ âûáîðà A∈YX , . 
Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû êîëëåêòèâíîãî âûáîðà â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïðåäïî÷òå-

íèÿ, ò.å.: { }1, , XX x x= …  è { }1, , ,YY y y= …  ãäå 1+jij xPx  { }1,,1 −∈∀ Xj …  è 1+jij yPy  

{ }.1,,1 −∈∀ Yj …  Äàëåå ïðîèçâîäèì ñëåäóþùåå ñîïîñòàâëåíèå: 
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1) åñëè ,YiX yPx  òî ( ) ;, iEPYX ∈  

2) åñëè YX yx =  è ,YX >  òî ( ) ;, iEPYX ∈  

3) åñëè YX yx =  è ,kYX ==  ãäå { },1,,2 −∈ mk …  òî ñîîòíîøåíèå ( ) iEPYX ∈,  

èìååò ìåñòî, åñëè è òîëüêî åñëè hih yPx  äëÿ íàèáîëüøåãî { },,,2 kh …∈  òàêîãî, ÷òî 

.hh yx ≠   
Ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ýòîìó ìåòîäó äëÿ òðåõ àëüòåð-

íàòèâ è ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ ïðåäïî÷òåíèé, èìåþò âèä: 

 { } { } { } { } { } { } { }.,,,,, cEPcbEPcaEPcbaEPbEPbaEPa iiiiii   

Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî òàêæå óòâåðæäàòü, ÷òî ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, 
ïîñòðîåííûå ïî âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäàì, òàêæå áóäóò ëèíåéíûì ïîðÿäêîì. 

 
3.3. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ  

ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè 
 

Ñóùåñòâóåò äðóãîé ïîäõîä ê ðàñøèðåíèþ ïðåäïî÷òåíèé ó÷àñòíèêîâ, îñíîâàí-
íûé íà íàçíà÷åíèè ïîëåçíîñòè êàæäîé àëüòåðíàòèâå è ïîñëåäóþùåé ìàêñèìèçàöèè 
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Ýòî èçâåñòíûé ïîäõîä,  ïðåäëîæåííûé ôîí Íåéìàíîì è Ìîð-
ãåíøòåðíîì. Îïðåäåëèì ýòîò ìåòîä äëÿ êîëëåêòèâíîãî âûáîðà â ñîîòâåòñòâèè ñ [10]. 

Ñïîñîá íàçíà÷åíèÿ ïîëåçíîñòåé. Ni ∈∀  ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ,iU ïðèíè-

ìàþùàÿ äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òàêàÿ, ÷òî nPP L∈′∀ , , 

( ) ( ),)()( )()( yUpxUpPCEPPC i
yPCy

i
xPCxi ∑∑ ′∈∈ >⇔′  

ãäå ,)(PCx ∈∀  xp  – ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî x  áóäåò â êîíå÷íîì ñ÷åòå âûáðàí 

èç )(PC  è ,)(PCy ′∈∀  yp  – ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî y  áóäåò â êîíå÷íîì ñ÷å-

òå âûáðàí èç .)(PC ′   
Ýòîò ñïîñîá, î÷åâèäíî, äîëæåí áûòü äîïîëíåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðàêòè÷å-

ñêèõ öåëÿõ, ò.å. íåîáõîäèìî îïèñàòü ìåõàíèçì íàçíà÷åíèÿ ïîëåçíîñòè è ïðîöåññ ïðè-
ñâîåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.  

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. 
1. Êàæäîé àëüòåðíàòèâå ïðèïèñûâàåòñÿ ïîëåçíîñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåñòîì, 

êîòîðîå îíà çàíèìàåò â ïðåäïî÷òåíèÿõ ó÷àñòíèêà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîèçâîäèì 
ðàíæèðîâàíèå: íàèáîëåå ïðåäïî÷èòàåìîé àëüòåðíàòèâå ïðèñâàèâàåòñÿ ðàíã m  (îá-
ùåå êîëè÷åñòâî àëüòåðíàòèâ), ñëåäóþùåé – 1−m  è ò.ä. Íàèìåíåå ïðåäïî÷èòàåìîé 
àëüòåðíàòèâå ïðèñâàèâàåòñÿ ðàíã 1 . 

2. Âñå àëüòåðíàòèâû â êîëëåêòèâíîì âûáîðå ðàâíîâåðîÿòíû. Òàêèì îáðàçîì, 
ïîëåçíîñòü íàáîðà àëüòåðíàòèâ ðàâíà ñðåäíåé ïîëåçíîñòè âñåõ àëüòåðíàòèâ, âõîäÿ-
ùèõ â êîëëåêòèâíûé âûáîð. 

Ñ ó÷åòîì íàçâàííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé äàííûé ìåòîä óïîðÿäî÷åíèÿ 
àëüòåðíàòèâ ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ýòîò 
ìåòîä íå ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü âñå êîëëåêòèâíûå âûáîðû ïðè .2>m  Íàïðèìåð, äëÿ 
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òðåõ àëüòåðíàòèâ ïðè ñòàíäàðòíûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ ñóùåñòâóþò íàáîðû { },,, cba  { }ca,  

è { }b , êîòîðûå èìåþò îäèíàêîâóþ ïîëåçíîñòü. Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äîïîëíèòåëü-
íûå óñëîâèÿ óñòðàíåíèÿ íåñðàâíèìîñòè, ò.å. äîïîëíèòåëüíûå àëãîðèòìû, êîòîðûå áó-
äóò íàêëàäûâàòüñÿ íà ìíîæåñòâà, îñòàâøèåñÿ íåñðàâíèìûìè ïîñëå óïîðÿäî÷åíèÿ â 
ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ â ñôîðìóëè-
ðîâàííîì âèäå ðàíåå íå èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ìíîæåñòâ àëüòåðíàòèâ. 

 
3.3.1. Ëåêñèìèí è ëåêñèìàêñ äîïîëíåíèÿ 

 
Ýòîò ñïîñîá óñòðàíåíèÿ íåñðàâíèìîñòè ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå ëåêñèêîãðà-

ôè÷åñêèõ äîïîëíåíèé íà òåõ íàáîðàõ, êîòîðûå èìåþò ðàâíóþ ïîëåçíîñòü. Â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ àëüòåðíàòèâ ïîëó÷åííûå ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ áóäóò ñî-
îòâåòñòâîâàòü ïðåäïî÷òåíèÿì, ïîëó÷åííûì ïî ïðàâèëàì ëåêñèìèí èëè ëåêñèìàêñ, â 
çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà. Îäíàêî íà áîëüøèõ ìíîæåñòâàõ ýòè äâà òèïà 
ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèé íå áóäóò ñîâïàäàòü. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòûðåõ àëü-
òåðíàòèâ è ñòàíäàðòíûõ ïðåäïî÷òåíèé ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî 
ïðèíöèïó ëåêñèìàêñ, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:  

{ } { } { } { } { } { } { } { } iiiiiiii EPdaEPdcaEPcaEPdbaEPdcbaEPcbaEPbaEPa ,,,,,,,,,,,,  

{ } { } { } { } { } { } { }.,,,,, dEPdcEPcEPdbEPdcbEPcbEPbEP iiiiiii  

Ðàñøèðåííûå æå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñòðîåííûå ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ ñ äî-
ïîëíåíèåì ëåêñèìàêñ, èìåþò ñëåäóþùèé âèä (ïîä÷åðêíóòû ãðóïïû íàáîðîâ ñ îäè-
íàêîâûì ñðåäíèì ðàíãîì, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ äîïîëíåíèå): 

{ } { } { } { } { } { } { } { } { } iiiiiiiii EPcbEPdaEPdcbaEPdbaEPbEPcaEPcbaEPbaEPa ,,,,,,,,,,,  

{ } { } { } { } { } { }.,,,,,, dEPdcEPcEPdbEPdcbEPdcaEP iiiiii  

Íåñîâïàäåíèå ïîëó÷åííûõ ïðåäïî÷òåíèé î÷åâèäíî. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû 
ïîëó÷àþòñÿ è ïðè îáðàùåíèè ê ìåòîäó ëåêñèìèí. 

 
3.3.2. Âåðîÿòíîñòíûå äîïîëíåíèÿ 

 
Ýòîò ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè âåðîÿòíîñòíûõ äîïîëíåíèé íà òå ìíî-

æåñòâà, êîòîðûå íåëüçÿ ñðàâíèòü ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ÷åòû-
ðåõ àëüòåðíàòèâ è ñòàíäàðòíûõ ïðåäïî÷òåíèé ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñòðîåí-
íûå ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ ñ äîïîëíèòåëüíûì óïîðÿäî÷åíèåì ïî âîçðàñòàíèþ 
âåðîÿòíîñòè íàèõóäøåé àëüòåðíàòèâû, èìåþò ñëåäóþùèé âèä (ïîä÷åðêíóòû ãðóïïû 
íàáîðîâ ñ îäèíàêîâûì ñðåäíèì ðàíãîì, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ äîïîëíåíèå): 

{ } { } { } { } { } { } { } { } { } iiiiiiiii EPdaEPdcbaEPcbEPdbaEPcaEPcbaEPbEPbaEPa ,,,,,,,,,,,  

{ } { } { } { } { } { }.,,,,,, dEPdcEPdbEPdcbEPcEPdcaEP iiiiii  

 
3.3.3. Ðèñêîôèë è ðèñêîôîá äîïîëíåíèÿ 

 
Äàííûé ìåòîä îñíîâàí íà îòíîøåíèè ó÷àñòíèêà ãîëîñîâàíèÿ ê ðèñêó, êîãäà èç-

âåñòíî, ÷òî íåñêîëüêî èñõîäîâ ïðèíåñóò åìó îäèíàêîâóþ îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü. Ïî-



 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ ¹ 1 
 

 

30

ñòðîåíèå ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèé îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ñðàâíèâàåòñÿ äèñïåðñèÿ 
âûèãðûøà. Ñêëîííûé ê ðèñêó ó÷àñòíèê ãîëîñîâàíèÿ áóäåò ïðåäïî÷èòàòü íàèáîëåå 
ðèñêîâàííûé íàáîð, íåñêëîííûé – íàèìåíåå. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñ÷åò äèñïåðñèé è 
óïîðÿäî÷åíèå ïî èõ âîçðàñòàíèþ èëè óáûâàíèþ ïîçâîëÿåò óñòðàíèòü íåñðàâíèìîñòü 
íàáîðîâ ñ îäèíàêîâûì ñðåäíèì ðàíãîì. 

Äëÿ òðåõ, ÷åòûðåõ, ïÿòè è øåñòè àëüòåðíàòèâ ðèñêîôèë-äîïîëíåíèå àíàëîãè÷-
íî ìåòîäó óïîðÿäî÷åíèÿ ïî óáûâàíèþ âåðîÿòíîñòè íàèëó÷øåé àëüòåðíàòèâû, à ðèñêî-
ôîá-äîïîëíåíèå – ìåòîäó óïîðÿäî÷åíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ âåðîÿòíîñòè íàèõóäøåé. Äëÿ 
ñåìè àëüòåðíàòèâ òàêîãî ñîâïàäåíèÿ óæå íå íàáëþäàåòñÿ.  

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Äëÿ ÷åòûðåõ àëüòåðíàòèâ è ñòàíäàðòíûõ ïðåäïî÷òåíèé ìå-
òîä óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ ñ ðèñêîôèë-äîïîëíåíèåì óïîðÿäî÷èò âñåâîçìîæíûå íàáîðû 
ñëåäóþùèì ñïîñîáîì (ïîä÷åðêíóòû ãðóïïû íàáîðîâ ñ îäèíàêîâûì ñðåäíèì ðàíãîì, ê 
êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ äîïîëíåíèå):  

{ } { } { } { } { } { } { } { } { }, , , , , , , , , , ,i i i i i i i i ia EP a b EP a c EP a b c EP b EP a b d EP a d EP a b c d EP b c EP  

{ } { } { } { } { } { }, , , , , , .i i i i i iEP a c d EP b d EP b c d EP c EP c d EP d  

 
3.3.4. Äîïîëíåíèÿ â âèäå óïîðÿäî÷åíèÿ ïî ìîùíîñòè3) 

 
Âëèÿíèå ìîùíîñòè íàáîðà íà ïðåäïî÷òåíèå íàáîðîâ òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì 

ñâîáîäû âûáîðà, êîòîðîå îáñóæäàëîñü â [6, 12, 16]. Äàííûé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â 
óïîðÿäî÷åíèè íàáîðîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûé ðàíã, ïî óáûâàíèþ/âîçðàñòàíèþ ìîù-
íîñòè. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà âîçìîæíûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ ó÷àñòíèêà ãîëîñîâàíèÿ íà 
íàáîðàõ ñ îäèíàêîâûì îæèäàåìûì âûèãðûøåì ïî ïðèíöèïó îïðåäåëåííîñòè èòîãî-
âîãî âûáîðà. Òî åñòü ó÷àñòíèê ìîæåò ïðåäïî÷èòàòü íàáîð èç îäíîé àëüòåðíàòèâû 
íàáîðó èç òðåõ (êîãäà ó íèõ îäèíàêîâûé ðàíã), òàê êàê â ïåðâîì ñëó÷àå èñõîä ãîëîñî-
âàíèÿ èçâåñòåí. Òàêæå âîçìîæíà è îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ó÷àñòíèê õî÷åò îñòàâèòü 
íàäåæäó, ÷òî èñõîä áóäåò ñîñòîÿòü èç áîëåå ïðåäïî÷èòàåìîé àëüòåðíàòèâû è, ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðåäïî÷èòàåò íàáîð áîëüøèé ïî ìîùíîñòè ìåíüøåìó. 

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó òèïó äîïîëíåíèÿ ïðè òðåõ àëüòåðíàòèâàõ íàáëþäà-
åòñÿ ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ äðóãèìè ñïîñîáàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïðèíöèï óïîðÿäî-
÷åíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ ìîùíîñòè äëÿ òðåõ àëüòåðíàòèâ äàåò òàêîé æå ðåçóëüòàò, 
÷òî ëåêñèìèí è ìåòîä óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ ñ äîïîëíåíèåì ëåêñèìèí. Ïðèíöèï óïîðÿ-
äî÷åíèÿ ïî óáûâàíèþ ìîùíîñòè ñîâïàäåò ñ ëåêñèìàêñîì è ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ ðàí-
ãîâ ñ äîïîëíåíèåì ëåêñèìàêñ ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà àëüòåð-
íàòèâ âîçíèêàåò ñðàçó íåñêîëüêî ïðîáëåì. Ïîìèìî íåñîâïàäåíèÿ ðàñøèðåííûõ ïðåä-
ïî÷òåíèé, ïîñòðîåííûõ ïî ýòîìó ìåòîäó, ñ äðóãèìè ñïîñîáàìè âîçíèêàåò íåñðàâíè-
ìîñòü íåêîòîðûõ íàáîðîâ. Ýòà íåñðàâíèìîñòü óñòðàíÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî èç 
òåõ äîïîëíåíèé, êîòîðûå áûëè îïèñàíû âûøå. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñòðîåííûå ìåòî-
äîì óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ ñ ïåðâûì äîïîëíåíèåì â âèäå óïîðÿäî÷åíèÿ ïî óáûâàíèþ 
ìîùíîñòè è âòîðûì äîïîëíåíèåì ëåêñèìàêñ (îäíîé ÷åðòîé óêàçàíû ìíîæåñòâà, ê êî-
òîðûì ïðèìåíÿåòñÿ ïåðâîå äîïîëíåíèå; äâîéíîé ÷åðòîé îáîçíà÷åíû ìíîæåñòâà, îñ-
òàâøèåñÿ íåñðàâíèìûìè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðâîãî äîïîëíåíèÿ, è íà êîòîðûå íà-
êëàäûâàåòñÿ âòîðîå): 
                                                           

3) Äàííûé ìåòîä ðàçðàáîòàí ñîâìåñòíî ñ Ô.Ò. Àëåñêåðîâûì. 
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{ } { } { } { } { } { } { } { } { }, , , , , , , , , , ,i i i i i i i i ia EP a b EP a b c EP a c EP b EP a b d EP a b c d EP a d EP b c EP  

{ } { } { } { } { } { }, , , , , , .i i i i i iEP a c d EP b c d EP b d EP c EP c d EP d  

Â äàííîì ñëó÷àå ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ìåòîäîì óñðåäíå-
íèÿ ðàíãîâ ñ äîïîëíåíèåì ëåêñèìàêñ, íî íà ïÿòè è áîëåå àëüòåðíàòèâàõ äàííûå 
ñïîñîáû ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì ðåçóëüòàòàì. 

 
4. Èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ  

ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé 
 

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé. 
Ëåììà 2. Åñëè îáû÷íûå ïðåäïî÷òåíèÿ P  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, òî 

è ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ïðèíöèïó ëåêñèìèí, ëåêñèìàêñ èëè 
ëþáûì èç âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ, áóäóò ëèíåéíûì ïîðÿäêîì. 

Ýòî óñëîâèå äëÿ îòíîøåíèé ,P  óäîâëåòâîðÿþùèõ àíòèñèììåòðè÷íîñòè, ñâÿç-
íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè, è ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [15]. 
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû â îáùåì âèäå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âñåõ ñïîñîáîâ. 

Ëåììà 3. Åñëè îáû÷íûå ïðåäïî÷òåíèÿ P  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, òî 
ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ìåòîäó óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ ñ äîïîë-
íåíèÿìè, áóäóò ÿâëÿòüñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, åñëè 

1) ïîñëåäíåå äîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëåêñèìèí, ëåêñèìàêñ èëè âåðîÿòíîñòíûì 
äîïîëíåíèåì; 

2) ïîñëåäíåå äîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åíèåì ïî ìîùíîñòè è êîëè÷åñò-
âî àëüòåðíàòèâ ;3=m  

3) ïîñëåäíåå äîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ ðèñêîôèë/ðèñêîôîá-äîïîëíåíèåì è .63 ≤≤ m  
Ïåðâûé ïóíêò ëåììû 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 2, òàê êàê åñëè àëãîðèòì 

ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü ëþáûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A , òî îí ïîçâîëèò ñðàâíèòü è âñå 
ýëåìåíòû ëþáîãî åãî ïîäìíîæåñòâà. Âòîðîé è òðåòèé ïóíêòû äîêàçûâàþòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ ñ íåîáõîäèìûì äîïîëíåíèåì íà 
âñå áîëüøåì ÷èñëå àëüòåðíàòèâ. Íà÷èíàÿ ñ îïðåäåëåííîãî m  ïîÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà, 
íå ïîääàþùèåñÿ ñðàâíåíèþ. Íàïðèìåð, äëÿ ïóíêòà 2 ïðè 4=m  ïîÿâëÿþòñÿ íå-
ñðàâíèìûå äëÿ äàííîãî äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâà { }da,  è { }cb, . Äëÿ ðèñêîôèë/ðèñ-

êîôîá-äîïîëíåíèé íåñðàâíèìû íàáîðû { }fea ,,  è { }gcb ,,  ïðè .7=m  Íåòðóäíî ïî-

êàçàòü, ÷òî åñëè ïðè mm =  ïîÿâëÿþòñÿ íåñðàâíèìûå íàáîðû, òî è ïðè 1+= mm  ýòè 
íàáîðû òàêæå áóäóò íåñðàâíèìû. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü ëåììó äîêàçàííîé. 

Ñòîèò óïîìÿíóòü, ÷òî ÷àñòü àëãîðèòìîâ ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé ïðè ìàëîì 
÷èñëå àëüòåðíàòèâ äàþò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ 3, 4 è 5 àëüòåð-
íàòèâ ìîæíî ïîñòðîèòü 4, 10 è 12 ñïîñîáîâ ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé ñîîòâåòñòâåííî. 
Îäíàêî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïðè áîëüøåì ÷èñëå àëüòåðíàòèâ íåèçâåñòíî. Îñíîâûâà-
ÿñü íà ðåçóëüòàòàõ ëåììû 3, ìîæíî ëèøü óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 
m  äëÿ îäíèõ è òåõ æå îáû÷íûõ ïðåäïî÷òåíèé ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî íå áîëåå 56 
ðàçëè÷íûõ ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííûìè íàìè ìåòî-
äàìè. Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î âîçìîæíûõ ñîâïàäåíèÿõ ñïîñîáîâ ìîæíî ïîëó-
÷èòü òîëüêî ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ âñåõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàçíûõ  .m  
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5. Çíà÷åíèå ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèé 
 

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, êàê ìîæåò âëèÿòü âûáðàííûé ìåòîä ðàñøèðåíèÿ ïðåä-
ïî÷òåíèé íà ðåçóëüòàò îöåíêè ìàíèïóëèðóåìîñòè ñõåì ãîëîñîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëó-
÷àé, êîãäà èìååòñÿ ïÿòü ó÷àñòíèêîâ ãîëîñîâàíèÿ è ÷åòûðå àëüòåðíàòèâû. Ïóñòü ïðåä-
ïî÷òåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè è âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 

.

54321

abcdb
cdaad
dcbcc
badba
PPPPP   

Ïóñòü âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì Áîðäà, òîãäà ðåçóëüòà-
òîì ãîëîñîâàíèÿ áóäåò íàáîð { }.,ba  Ðàññìîòðèì ïÿòîãî ó÷àñòíèêà ãîëîñîâàíèÿ. Óêà-
çàííûå àëüòåðíàòèâû ñòîÿò â åãî îáû÷íûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ íà ÷åòâåðòîì è ïåðâîì 
ìåñòàõ ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü äëÿ ïÿòîãî ó÷àñòíèêà ýòîò âûáîð ìû ìîæåì ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå { },, 41 xx  ÷òî ãîâîðèò î íàëè÷èè â èòîãîâîì âûáîðå àëüòåðíàòèâ, ñòîÿ-
ùèõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ. Çàìåòèì, ÷òî ïÿòûé ó÷àñòíèê ìîæåò èñêàçèòü ïðåä-
ïî÷òåíèÿ, íàïðèìåð, ïîìåíÿâ àëüòåðíàòèâû d  è c  ìåñòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå êîëëåê-
òèâíûé âûáîð ïðèìåò âèä íàáîðà { }cba ,,  èëè, ñ òî÷êè çðåíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ èñ-

êðåííèõ ïðåäïî÷òåíèé ìàíèïóëèðóþùåãî ó÷àñòíèêà, { }431 ,, xxx . Áóäåò ëè â äàííîì 
ñëó÷àå ïðîèñõîäèòü èìåííî òàêîå ìàíèïóëèðîâàíèå, çàâèñèò îò òîãî, êàê ïðåäïî÷è-
òàþòñÿ íàáîðû { }431 ,, xxx  è { }41, xx . Â ðàçíûõ ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ èõ îòíî-
øåíèå ðàçëè÷íî. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïðåäïî÷òåíèé ïî ïðèíöèïó ëåêñèìàêñ è ïî âîç-
ðàñòàíèþ âåðîÿòíîñòè íàèõóäøåé àëüòåðíàòèâû { } { }41431 ,,, xxEPxxx i , ÷òî ãîâîðèò î 
òîì, ÷òî ïÿòîìó ó÷àñòíèêó áóäåò âûãîäíî èñêàçèòü ïðåäïî÷òåíèÿ óêàçàííûì âûøå 
ñïîñîáîì. Ïðè âñåõ îñòàëüíûõ ìåòîäàõ òàêîå èñêàæåíèå íåâûãîäíî. 

 
Çàêëþ÷åíèå 

 
Â ðàáîòå ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ñõåì ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé. Áûëî âûäå-

ëåíî òðè ãðóïïû ìåòîäîâ ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé: ëåêñèêîãðàôè÷åñêèå, âåðîÿòíî-
ñòíûå è ìåòîä óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ ñ äîïîëíåíèÿìè.  

Äâà ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäà (ëåêñèìèí è ëåêñèìàêñ) ìîæíî íàéòè â [10, 
15], â òî âðåìÿ êàê äâà âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìà – óïîðÿäî÷åíèå ïî óáûâàíèþ âåðî-
ÿòíîñòè íàèëó÷øåé àëüòåðíàòèâû è ïî âîçðàñòàíèþ âåðîÿòíîñòè íàèõóäøåé – íå 
ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì äàííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå 
óñòðàíåíèå íåñðàâíèìîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè îáû÷íûå ïðåäïî÷òåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíûìè ïîðÿäêàìè, òî ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñòðîåííûå ëþáûì èç íàçâàí-
íûõ ñïîñîáîâ, òîæå áóäóò ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè. 

Èçâåñòíûé ðàíåå ñïîñîá ïðèñâîåíèÿ ïîëåçíîñòåé àëüòåðíàòèâàì, îñíîâàííûé íà 
òåîðèè îæèäàåìîãî âûèãðûøà, àäàïòèðîâàí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïîñòàâëåííîé çà-
äà÷å. Ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé äàííîãî ìåòîäà – ìåòîä óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ, êîòî-
ðûé â òî æå âðåìÿ íå ðåøàåò ïîñòàâëåííûõ çàäà÷: ïîñòðîåííûå ðàñøèðåííûå ïðåä-
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ïî÷òåíèÿ íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ îñòàâøåéñÿ íåñðàâíè-
ìîñòè ïðåäëîæåíû íåñêîëüêî òèïîâ äîïîëíåíèé: 

• ëåêñèìèí – ëåêñèìàêñ äîïîëíåíèÿ; 
• âåðîÿòíîñòíûå äîïîëíåíèÿ; 
• ðèñêîôèë/ðèñêîôîá-äîïîëíåíèÿ; 
• äîïîëíåíèÿ, îñíîâàííûå íà óïîðÿäî÷åíèè ïî ìîùíîñòè. 
Ïåðâûå äâà òèïà äîïîëíåíèé ïðåîáðàçîâàíû èç ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ è âåðî-

ÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ, ïîýòîìó ïîñòðîåííûå íà èõ îñíîâå ðàñøèðåííûå ïðåäïî÷òåíèÿ 
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî òðåòèé òèï äîïîëíå-
íèé íå ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü âñå íàáîðû, åñëè äëÿ âûáîðà ïðåäëàãàåòñÿ ñåìü è áîëåå 
àëüòåðíàòèâ. Äëÿ áîëüøèõ íàáîðîâ ïðîáëåìà óñòðàíÿåòñÿ ïîñëåäóþùèì íàëîæåíèåì 
íà íåñðàâíèìûå íàáîðû åùå îäíîãî äîïîëíåíèÿ. 

Ïîñëåäíèé âèä äîïîëíåíèÿ íå ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü âñå âûáîðû óæå ïðè ÷åòû-
ðåõ àëüòåðíàòèâàõ, ïîýòîìó òðåáóåò ââåäåíèÿ ïîñëåäóþùèõ äîïîëíåíèé. Íà ìíîæå-
ñòâàõ ìîùíîñòüþ äî øåñòè àëüòåðíàòèâ íåñðàâíèìîñòü óñòðàíÿåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûì íàëîæåíèåì îäíîãî èç ïåðâûõ òðåõ ñïîñîáîâ. Îäíàêî òîëüêî ïåðâûå äâà ìåòîäà 
ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ óñòðàíèòü íåñðàâíèìîñòü íà ìíîæåñòâàõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì 
àëüòåðíàòèâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå àëüòåðíàòèâ, ñðåäè êî-
òîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð, ìîæíî âûäåëèòü 56 ñïîñîáîâ ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òå-
íèé, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïîðÿäêîì íàëîæåíèÿ äîïîëíåíèé. 

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ìåòîä óñðåäíåíèÿ ðàíãîâ ñ äîïîëíåíèÿìè ðàíåå äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ðàñøèðåííûõ ïðåäïî÷òåíèé íà ìíîæåñòâàõ àëüòåðíàòèâ íå ðàññìàòðèâàëñÿ.   

Ïðåäïî÷òåíèÿ ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â äîñòàòî÷íî øèðîêîì êðóãå çàäà÷, âêëþ÷à-
þùèõ â ñåáÿ íå òîëüêî òåîðèþ ãîëîñîâàíèÿ è êîëëåêòèâíûõ äåéñòâèé, íî è ìîäåëè 
âûáîðà â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. 

Ðåçóëüòàòû äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿþò òàêæå ðåøèòü ïðîáëåìó îöåíêè 
ìàíèïóëèðóåìîñòè ñõåì àãðåãèðîâàíèÿ ïðåäïî÷òåíèé â óñëîâèÿõ ìíîæåñòâåííîãî 
âûáîðà. 
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