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Тороидальные оболочки применяются в аэрокосмической технике. Выполнен расчет напряженного и де-

формированного состояния тороидальной оболочки на действие внутреннего давления; уравнения равновесия 
составлены по деформированной схеме. При деформировании объем материала конструкции не меняется за 
счет уменьшения толщины стенки. При надуве оболочки разрешающее нелинейное уравнение предрешает мо-
нотонное увеличение внутреннего давления до определенного предела, а затем его понижение. 
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Toroidal shell is used in aerospace technology. The calculation of the stress and strain state of the toroidal shell to 

the action of internal pressure; the equation of equilibrium is composed on the deformed scheme. During deformation, 
the volume of construction material is not changed by reducing the thickness of the wall. When inflating a shell, a re-
solving nonlinear equation prejudges the monotonous increase of the internal pressure to a certain limit and then de-
crease. 
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Введение. Уравнения для расчета тороидальных 

оболочек изложены в работах [1–3].  
Основы технической теории мягких оболочек, 

предполагающей выделение некоторого основного 
напряженного состояния и линеаризацию системы 
уравнений оболочки, приведены в [4].  

Уравнения равновесия мягкой цилиндрической 
оболочки составляются для деформированного со-
стояния. Неизвестными величинами являются мем-
бранные внутренние усилия и геометрия деформиро-
ванной оболочки. 

Постановка задачи. Рассмотрим тороидальную 
оболочку (рис. 1). Фрагмент меридионального сече-
ния тора изобразим на рис. 1 а, где обозначим: a  – 
радиус от центра вращения тора, до вертикальной оси 
меридионального сечения окружности; 0R  – началь-

ный радиус срединного слоя оболочки; 0t – начальная 

толщина.  
Приложение внутреннего давления q  приводит 

к увеличению радиуса 0R  на величину w , которую 

назовем расширением.  
Толщина оболочки вычисляется из условия сохра-

нения объема материала оболочки 
 

0 0 0/ ( )t R t R w  .                         (1) 

Меридиональное усилие 1N , выведем из уравне-

ния равновесия отсеченной части деформированной 
оболочки (рис. 2) на вертикальную ось: 
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Широтное усилие 2N  получим из уравнения Лап-

ласа [2]: 

2 0( ) ( ) / 2N w R w q  .                      (3) 
 

Уравнение, связывающее расширение w  с нагруз-
кой q , основывается на законе упругости Гука [5]: 
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в котором E  – модуль Юнга,  – коэффициент Пуас-

сона, а 1  и 2  – относительные деформации средин-

ной поверхности оболочки: 
 

 1 0/w R  , 2 0sin / ( sin )w a R     .         (5) 
 

Нелинейное уравнение задачи, в котором расши-
рение ( , )w w q  , следующее  
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Здесь 0 2 , 0q     . 

Расчет. В качестве примера тора рассмотрим ре-
зиновую камеру колеса автомобиля. Физические ха-

рактеристики материала: 610 ПаE  , 0, 499  ; ре-

зультаты обмера камеры: 0 0,065 мR  , 0, 215 ма  , 

0 0,002 мt  . 

Представим результаты расчета на линиях широ-
ты, координаты которых / 2   , / 4   , 0  , 

/ 4   , / 2    при давлении 6000 Паq  .  

На рис. 3 представим деформированный вид мери-
дионального сечения, соответствующее первому кор-
ню, полученному при решении уравнения (6). 

В таблице представим прогибы и напряжения.  

В столбце 2 выписаны расширения (1)w , соответст-
вующие первому корню решения уравнения (6),  

а в столбце 3 – решения (2)w , отвечающие второму 
корню решения уравнения (6). В столбце 4 записаны 
меридиональные напряжения решения задачи 1 ,  

а в столбце (6) – широтные напряжения 2  при рас-

ширении (1)w .  
В столбцах (5) и (7) вычислены меридиональные 

напряжения Л
1  и широтные напряжения Л

2  геомет-

рически линейной задачи, в которой 0w  .  
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Рис. 1. Фрагмент тороидальной оболочки:  
а – начальный вид оболочки; б – деформированный вид 

 
 

 

    
 

Рис. 2. Фрагмент меридионального    Рис. 3. Деформированное сечение 
сечения тора    

 
 

Прогибы и напряжения 
 

  (1)w , м 
(2)w , м 1 , МПа Л

1 , МПа 2 , МПа Л
2 , МПа 

1 2 3 4 5 6 7 
/ 2  0,0245 0,0925 21,32 20,496 0,185 

/ 4  0,02445 0,096 20,45 20,134 0.185 

0 0,014 0,3 19,85 19,85 0,144 
/ 4  0,0105 0,55 20,09 20,03 0,132 

/ 2  0,00963 0,6 20,29 20,194 0,129 
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Выводы. При надуве оболочки внутреннее давле-
ние повышается до определенного предела, а затем 
понижается.  

Каждой нагрузке q  соответствует два расширения 
(1)w  и (2)w .  

Напряжения 1  и Л
1  различаются несуществен-

но. Самая большая разность между ними по широт-
ной линии / 2   , составляет 4 %. 
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