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Аннотация.Всепарабельномгильбертовомпространстверассматриваетсяаб-

страктноелинейноепараболическоеуравнениеспериодическимусловиемна

решение.Даннаязадачарешаетсяприближеннопроекционно-разностнымме-

тодомсиспользованиемповременинеявнойсхемыЭйлера.Попространству

дискретизациязадачипроводитсяметодомГалеркина.Полученыэффективные

повремениипопространствуоценкивсильныхнормахпогрешностиприбли-

женныхрешений,изкоторыхследуетсходимостьприближенныхрешенийкточ-

ному,атакжепорядкискоростисходимости,зависящиеотгладкоститочного

решения.
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Введение

Внастоящейработерешениепараболическогоуравненияспериодическимусловием

нарешениенаходитсяполностьюдискретнымпроекционно-разностнымметодомсис-

пользованиемметодаГалеркинапопространствуинеявнойсхемыЭйлераповремени.

Заметим,чтоэнергетическиеоценкипогрешностиданногометодавусловияхслабой

разрешимостизадачибылиустановленывработе[1].Внастоящейработепредставле-

ныоценкивсильныхнормахпогрешностиприближенногорешенияприболеежестких

ограниченияхвпредположенияхгладкойразрешимостиисходнойзадачи.

Отметим,чтовслучае,когдапараболическоеуравнениерассматриваетсясначаль-

нымусловием(задачаКоши),оценкивсильныхнормахпогрешностидляпроекционно-

разностногометодаснеявнойсхемойЭйлераповремениустановленывработе[2].



618 А.С.Бондарев

1.Основныепонятия

ПустьданывложенныесепарабельныегильбертовыпространстваV⊂H⊂V′,где

пространствоV′–двойственноекV,апространствоH отождествляетсясосвоим

двойственным.Обавложенияплотныинепрерывны.Рассмотримполуторалинейную

поu,v∈Vформуa(u,v).Пустьдляu,v∈V

|a(u,v)|≤µ∥u∥V∥v∥V, Rea(u,u)≥α∥u∥
2
V, (1)

гдеα>0.Форма a(u,v)порождаетлинейныйограниченныйоператорA:V→ V′,

такой,что(Au,v)=a(u,v),гдевыражениетипа(z,v)естьзначениефункционала

z∈V′наэлементеv∈V.Еслиz∈H,то(z,v)–скалярноепроизведениевH[3,гл.2].

Длянормированногопространства X далеебудемобозначатьчерезC([0,T],X)

пространствонепрерывныхфункций,действующихнаотрезке[0,T],созначениямив

пространствеX;черезLp(0,T;X)–пространствоизмеримыхнаотрезке[0,T]функ-

цийсозначениямивX, суммируемыхсp-йстепеньюпонормепространстваX.

РассмотримвV′на[0,T]параболическуюзадачу:

u′(t)+Au(t)=f(t), u(0)=u(T). (2)

Здесьидалеепроизводныефункцийпонимаютсявобобщенномсмысле.В[4,с.289]по-

казано,чтодлязаданногоf∈L2(0,T;V
′)существует(ипритомединственное)решение

u∈L2(0,T;V)
∩
C([0,T],H),u′∈L2(0,T;V

′)задачи(2).

Далеебудемсчитать,чтовыполненыусловиягладкойразрешимости,тоестьспра-

ведливаследующаятеорема[5].

Теорема1.ПустьвложениеV⊂H компактно,аформаa(u,v)удовлетворяет

требованиям(1).Пустьфункция t→ f(t)∈V′дифференцируема,f′∈L2(0,T;V
′),

ивыполняетсяравенствоf(0)=f(T).Тогдарешениезадачи(2)будеттаким,что

u′∈L2(0,T;V)
∩
C([0,T],H),u′′∈L2(0,T;V

′).

ПустьVh,гдеh–положительныйпараметр,естьконечномерноеподпространство

пространстваV.Определимпространство V′h,задавнаэлементахuh ∈ Vh двой-

ственнуюнорму∥uh∥V′h =sup|(uh,vh)|,гдеточнаяверхняяграницаберетсяповсем

vh∈Vh,∥vh∥V=1.Отметим,что∥uh∥V′h≤∥uh∥V′.

Пусть Ph –ортопроекторвпространствеH наVh.Какзамеченов[6],оператор

Ph допускаетрасширениепонепрерывностидоPh:V
′→ V′h,причемдляu∈V

′

справедливо∥Phu∥V′h≤∥u∥V′.

Дляпостроенияприближенныхрешенийвозьмемравномерноеразбиение0=t0<

t1<t2<...<tN=Tотрезка[0,T],гдеN∈N.ВподпространствеVh⊂Vрассмот-

римпериодическуюразностнуюзадачу:дляk=1,N

(uhk uhk 1)τ
1+PhAu

h
k=Phf(tk), uh0=u

h
N, (3)

гдеτN=T,tk=kτ.
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Такимобразом,процесснахожденияприближенногорешениязадачи(2)сводится

кнахождениюрешенияконечнойлинейнойалгебраическойсистемыуравнений(3),од-

нозначнаяразрешимостькоторойустановленав[1].

Далеебудемпредполагать,что форма a(u,v)являетсясимметричной,тоесть

a(u,v)=a(v,u),гдечертанадкомплекснымчисломозначаетпереходксопряженному

числу.

Определимгильбертовопространство

V(A)={u,v∈V|(u,v)V(A)=a(u,v)}.

Из(1)следует,чтонормывпространствахVиV(A)эквивалентны,тоесть

α1/2∥u∥V≤∥u∥V(A)≤µ
1/2∥u∥V (u∈V).

Лемма1.Дляu∈V справедливаоценка

∥[I Qh(A)]u∥V≤α
1/2∥[I Qh(A)]u∥V(A)≤α

1/2µ1/2∥(I Qh)u∥V,

гдеQh(A)–ортопроекторвV(A)наVh,аQh–ортопроекторвV наVh.

2.Основныерезультаты

Теорема2.Пустьдлязадачи(2)выполненыусловиятеоремы1иформа a(u,v)

симметрична.Пустьu(t)–решениезадачи(2),обладающеедополнительнойгладко-

стьюu′′∈Lp(0,T;H),где1≤p≤2,а(u
h
0,u

h
1,...,u

h
N)–решениезадачи(3).Тогда

справедливаоценкапогрешности

max
0≤k≤N

∥u(tk) uhk∥
2
V+

N∑

k=1

1

τ

∫tk

tk−1

u′(t)dt
uhk uhk 1
τ

2

H

τ+

N∑

k=1

u′(tk)
uhk uhk 1
τ

2

H

τ≤C

{

τ3 2/p
(∫T

0

∥u′′(t)∥pHdt

)2/p

+

∫T

0

∥[I Qh(A)]u
′(t)∥2Hdt+max

0≤t≤T
∥(I Qh)u(t)∥

2
V

}

. (4)

Сходимостьпогрешностиприближенныхрешенийкнулюестественнымобразомсле-

дуетизоценки(4).Предположимдляэтого,чтозаданапредельноплотнаявV при

h→0последовательностьподпространств{Vh}.Этоозначает,что∥(I Qh)v∥V→0

приh→0длялюбогоv∈V.Тогдаприτ→0иh→0

max
0≤k≤N

∥u(tk) uhk∥
2
V+

N∑

k=1

1

τ

∫tk

tk−1

u′(t)dt
uhk uhk 1
τ

2

H

τ+

N∑

k=1

u′(tk)
uhk uhk 1
τ

2

H

τ→0.
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Вслучае,когдаизвестначисловаяхарактеристикапредельнойплотностипоследо-

вательностиподпространств{Vh},оценка(4)позволяетполучитьскоростьсходимо-

стиипопространственнымпеременным.Дляэтоговведемврассмотрениемножество

D(A)={u∈V:Au∈H}.ПустьсуществуетгильбертовопространствоE такое,что

D(A)⊂E⊂Vивыполняетсятипичнаядляэллиптическихоператоровоценка

∥v∥E≤δ∥Av∥H (v∈D(A)), (5)

гдеδ≥0.Например,еслипараболическоеуравнениевобласти Ω определенорав-

номерноэллиптическимдифференциальнымоператоромвторогопорядкаикраевым

условиемДирихле,торассмотримпространства:H=L2(Ω),V=
◦

W12(Ω),V
′=W 1

2 (Ω),

E=W22(Ω)
∩ ◦

W12 (Ω)[4,с.275].ЕслиженаграницеобластиΩ задаетсяусловие

Неймана,топространстваследующие:H=L2(Ω),V=W
1
2(Ω),E=W

2
2(Ω)[4,с.276].

Пустьподпространства Vh обладаютследующимаппроксимационнымсвойством,

типичнымдляподпространствтипаконечныхэлементов(напр.,[7,с.143-144])

∥(I Qh)v∥V≤rh∥v∥E (v∈E), (6)

гдеконстантаr>0независитотvиh.

Следствие1. Пустьвыполненыусловиятеоремы2.Пустьтакжевыполнено

условие(5)ирешениеu(t)задачи(2)такое,чтоu∈C([0,T],E).Пустьподпро-

странстваVh обладаютсвойством(6).Тогдасправедливаоценка

max
0≤k≤N

∥u(tk) uhk∥
2
V+

N∑

k=1

1

τ

∫tk

tk−1

u′(t)dt
uhk uhk 1
τ

2

H

τ+

N∑

k=1

u′(tk)
uhk uhk 1
τ

2

H

τ≤C

{

τ3 2/p
(∫T

0

∥u′′(t)∥pHdt

)2/p

+

h2
(∫T

0

∥u′(t)∥2Vdt+max
0≤t≤T

∥u(t)∥2E

)}

.
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THE STRONG-NORM CONVERGENCE OF A
PROJECTION-DIFFERENCE METHOD OF SOLUTION OF A PARABOLIC

EQUATION WITH THE PERIODIC CONDITION ON THE SOLUTION
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1 Universitetskaya St., Voronezh 394018, Russian Federation
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Abstract. A smooth soluble abstract linear parabolic equation with the periodic
condition on the solution is treated in a separable Hilbert space. This problem is
solved approximately by a projection-difference method using the Galerkin method
in space and the implicit Euler scheme in time. Effective both in time and in space
strong-norm error estimates for approximate solutions, which imply convergence of
approximate solutions to the exact solution and order of convergence rate depending
of the smoothness of the exact solution, are obtained.
Keywords: Hilbert space; parabolic equation; smooth solvability; periodic condition;
implicit Euler method
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