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Предлагается исходя из веерной модели износа методика оценки параметров 

стойкостной зависимости методом наибольшего правдоподобия по статистикам: 
«скорость-стойкость», «скорость-подача-глубина-стойкость»; «скорость-подача-
глубина-наработка-износ» и др. Стойкостная зависимость понимается как совокуп-
ность закона распределения стойкости и параметров закона, зависящих от режимов 
резания. Рассматривается случай с логнормальным распределением стойкости и зави-
симостью средней стойкости в виде полинома соответствующей степени от лога-
рифмов отмеченных параметров режима резания. Методика иллюстрируется на чи-
словом примере со статистикой «скорость-подача-стойкость». 

Ключевые слова: стойкость, износ, режущий инструмент, стойкостная зави-
симость, максимальное правдоподобие, логнормальное распределение, логарифмиче-
ская шкала, полином, степень, коэффициент вариации. 

 
Под стойкостной зависимостью обычно понимают зависимость 

стойкости режущего инструмента T  от параметров режима резания. При 
токарной обработке параметры режима – это скорость резания V , подача 
S, глубина резания h . Стойкость – это наработка инструмента до отказа 
(затупления или поломки режущего лезвия). Из-за разброса режущих 
свойств отдельных экземпляров инструмента, разброса твердости, припус-
ка на обработку и других параметров заготовок и из-за стохастического 
характера процесса износа стойкость является случайной величиной, кото-
рая характеризуется законом распределения в виде плотности распределе-

ния наработки на отказ )(tf  или функцией надежности ∫
∞

=
t

dttftP )()( , то 

есть вероятностью безотказной работы инструмента в течение наработки t  
или более. 

Кроме отмеченных функций используются частные характеристики 
стойкости [1]: средняя стойкость (математическое ожидание) 

 ∫ ∫
∞ ∞

==
0 0

)()( dttPtdttfT  

и дисперсия стойкости 

 ∫∫
∞∞

−=−=
0

2

0

22 )(2)( TtdttPTdtttfDT . 
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Кроме дисперсии для характеристики степени разброса стойкости 
используются квадратичное отклонение TT D=σ  и коэффициент вариа-

ции TK TT /σ= . 
Среднегеометрическая стойкость 

 ))ln()(exp(ˆ

0
∫
∞

= dtttfT . 

Гамма-процентная стойкость γT  – это наработка, которую инстру-

мент безотказно отработает с вероятностью γ  процентов. Она определяет-
ся через )(tf  и )(tP  из следующих уравнений: 

 ∫
∞

=
γ

γ
T

dttf 100/)( ; 100/)( γ=γTP . 

Если отказы инструмента связаны только с износом режущего лез-
вия, то желательно знать зависимость износа инструмента Y  от наработки 
t . При веерной модели износа [2, 3] tUY ⋅= , где U  – интенсивность изно-
са. При логнормальном распределении интенсивности износа по этому за-
кону распределены и величина износа Y  и стойкость T . То есть если ин-
тенсивность U  имеет плотность 
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то износ Y  имеет плотность 
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а стойкость T  имеет плотность 
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2

)ˆln(ln
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δδπ
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В этих плотностях Û , Ŷ , T̂  – среднегеометрические значения, 
δ=δ=δ=δ tyu  – параметры разброса, однозначно связанные с коэффици-

ентами вариации UK , YK , TK , которые в данном случае совпадают и 

 1)exp( 2 −δ=TK . (4) 

Между Û , Ŷ , T̂ , T  имеют место следующие связи: 

 tUY ⋅= ˆˆ , ULT ˆ/ˆ = , )2/exp(ˆ 2δ⋅= TT , (5) 
где L  – предельно допустимый износ, по достижении которого инструмент 
считается отказавшим, то есть наступает параметрический отказ. 



Резание материалов и проектирование специального инструмента 

131 

Так как стойкость T  является случайной величиной, то стойкостная 
зависимость считается заданной, если известен закон распределения стой-
кости и определены зависимости параметров распределения от параметров 
режима резания. В нашем случае – это плотность распределения стойкости 
(3) и для параметров распределения заданы зависимости 
 ),,(),,,(ˆ hSVhSVT ψ=δϕ= . (6) 

Параметр δ  согласно (4) однозначно связан с коэффициентом ва-
риации стойкости и по имеющимся экспериментальным данным TK  прак-
тически не изменяется с изменением параметров режима резания [4], зна-
чит, это относится и к δ . 

Стойкостную зависимость можно представить как произведение де-
терминированной компоненты на случайный коэффициент, то есть 

τ⋅= TT ˆ , где τ  – это случайный коэффициент с логнормальным распреде-
лением 
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ln
exp(

2

1
)(

2

2

δ
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δτπ
=τf . 

Среднее геометрическое значение этого коэффициента 1ˆ =τ , а ко-
эффициент вариации равен коэффициенту вариации стойкости TK  (4). 
Аналогично можно представить и зависимость износа от наработки, то 
есть τ⋅= )(ˆ)( tYtY , где τ  – тот же коэффициент, что и при определении 
стойкости T . Математическое ожидание износа после наработки t  

 )2/exp()(ˆ)( 2δ⋅= tYtY . 

Что касается зависимости параметра T̂  (среднегеометрической 
стойкости) от параметров режима резания, то на практике чаще использу-
ют степенные зависимости вида 

 
bam

T

hSV

C
T =ˆ . (7) 

Обрабатывая результаты стойкостных испытаний в логарифмиче-
ской системе координат [4, 5] и изображая зависимости в логарифмиче-
ских координатах, усредненную стойкость логично считать средним гео-
метрическим значением. Для зависимости стойкости от скорости резания 
предложены и другие зависимости [6, 7]. Но форма (7) практически удобна 
тем, что после логарифмирования она становится линейной относительно 
параметров m, a , b, что облегчает их оценку из опыта. Однако формула 
(7) не позволяет учесть горбообразный характер зависимости T  от V  [4, 6, 
8]. Чтобы обеспечить отмеченную линейность и учесть горбообразность 
зависимостей )(VT  и )(ST , предлагается следующая форма зависимости: 
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Известия ТулГУ. Технические науки. 2017. Вып. 8. Ч. 2 

132 

С учетом требуемого диапазона действия стойкостной зависимости 
и имеющейся статистической информации для оценки параметров зависи-
мости (8) степень полинома по Vln , Sln , да и по hln , может быть увели-
чена или уменьшена. Более этого могут быть включены в полином члены, 
учитывающие корреляцию между Vln  и Sln , Vln  и hln , например, 

SVa lnln7 ⋅ , hVa lnln8 ⋅  и др. 
Рассмотрим в начале более простой случай, когда имеется стати-

стика опытных данных , , 1,...,i iV T i N= , где N  – размер выборки. По 

этой выборке нужно оценить параметры стойкостной зависимости. В дан-
ном случае предполагается, что подача и глубина резания не варьирова-
лись, поэтому 

 )lnlnlnexp(ˆ 3
3

2
210 VaVaVaaT ⋅+⋅+⋅+= . (9) 

Параметры 30,...,, aaδ  оценим с использованием метода максималь-
ного правдоподобия [9].Функция правдоподобия в этом случае 
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Оценками максимального правдоподобия считаются такие значения 
параметров 30,..., aaδ , при которых достигается максимум функции прав-
доподобия (10). В данном случае практически проще искать максимум не 
функции (10), а ее натурального логарифма, который находится в резуль-
тате решения системы из пяти уравнений: 

 

0 3

0 3 0 3

0 3

ln( ( ,..., , ))
0;

ln( ( ,..., , )) ln( ( ,..., , ))
0, ... , 0.

l a a

l a a l a a
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δ

δ δ

∂ =
∂

∂ ∂= =
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 (11) 

В результате решения системы (11) получаем, что 

 23
3

2
210

1

2 )lnlnln(ln
1
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N

i
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N
−−−−=δ ∑

=
, (12) 

а параметры 30,...,aa  определяются из следующей системы четырех ли-
нейных уравнений: 

 
20 0 1 1 2 3 3 0

0 3 1 4 2 5 3 6 3
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a V a V a V a V TV

a V a V a V a V TV
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 (13) 

Здесь приняты следующие обозначения: 

 
1 1

1 1
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jk TVV ,  – это, с точки зрения теории вероятностей [10] статистические мо-

менты соответствующего порядка пары случайных величин ln , lnV T . 
Система (13) решается с использованием стандартных подпрограмм 

решения систем линейных уравнений. Важно отметить, что систему (13) 

можно получить, если искать минимум 2δ  в форме (12), то есть искать ми-
нимум среднего квадрата отклонения фактических значений iTln  от рас-
четных )(ln iVT , что равносильно применению метода наименьших квадра-
тов в логарифмической системе координат. 

Таким образом, метод максимального правдоподобия в данном слу-
чае (при логнормальном распределении стойкости) сводится к методу 
наименьших квадратов, но в логарифмической системе координат. Отсюда 
вытекает, что если фактическое распределение стойкости не слишком от-
личается от логнормального, то для оценки параметров стойкостной зави-
симости можно применять метод наименьших квадратов в логарифмиче-
ской системе координат. При этом задача оценки отмеченных параметров 
существенно облегчается, если стойкостную зависимость определять в 
форме (8 - 9). 

Рассмотрим теперь вариант оценки стойкостной зависимости по 
статистике , , , , , 1,...,i i i i iV S h t Y i N= . Здесь iY  – износ замененного инст-
румента после наработки it  при работе на режимах резания iii hSV ,, . Та-
кую статистику можно получить, проведя, например, полный факторный 

двухуровневый эксперимент (по два уровня по thSV ,,,  – всего 1624 =  ис-
пытаний с 16 резцами одной партии). В этом случае стойкостную зависи-
мость следует искать в форме с распределением износа (2) и при этом счи-
тать, что 
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Применяя тот же метод наибольшего правдоподобия, получаем что 
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Параметры 70,...,bb  определяются из системы семи линейных урав-
нений: 
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Здесь приняты обозначения: 
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Коэффициенты системы (17) являются статистическими моментами 
системы величин , , , ,V S h t Y, а матрица коэффициентов является симмет-

рической и htthSVVS jkkj == , . 

Чтобы получить зависимость стойкости от параметров режима ре-
зания, воспользуемся соотношениями (5). При этом получим, что 

 )ln...lnexp(
)(ˆˆ,
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610 hbVbb
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T +++=== . (18) 

Параметр 2δ  рассчитывается по формуле (16) и в этом случае. 

Если T̂  представить в виде )ln...lnexp(ˆ
610 haVaaT +++= , то 

 66221100 ,...,,,ln babababLa −=−=−=−= . 

Рассмотрим теперь конкретный пример расчета стойкостной зави-
симости по статистике NiTSV iii ,...,1),,,( = . Стойкостную зависимость 

будем искать при 
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При этом параметр разброса стойкости δ  рассчитывается по фор-
муле аналогичной (12), то есть 
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Этот расчет выполняется после определения коэффициентов 

60,...,aa  в результате решения системы линейных уравнений, аналогичной 

(13). В отличие от (8) здесь глубина резания h  явно не учитывается, так 
как при получении отмеченной статистики она не варьировалась. Для 
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оценки параметров δ,,,..., 650 aaa  воспользуемся данными из работы [5], 

оформленными на рис. 1 как содержание файла исходных данных для про-
граммы расчета отмеченных параметров. 

 

 

Рис. 1. Исходные данные к программе расчета параметров 
стойкостной зависимости 

Варианты расшифровываются так: например, варианту 8 – 3 2 1*1 
соответствует следующая зависимость натурального логарифма средне-
геометрической стойкости от V  и S: 

 SVaSaSaVaVaVaaSVT lnlnlnlnlnlnln),(ˆln 6
2

54
3

3
2

210 ++++++= . 
Результаты расчета по описанной методике сведены в таблицу. 

Здесь приведены результаты расчета для 11 вариантов стойкостной зави-
симости, отличающихся структурой полинома по Vln  и Sln , как это от-
мечено в примечании рис. 1. Оценка параметра δ  зависит как от разброса 
стойкости, так и от точности математической модели стойкостной зависи-
мости. Увеличивая степени полинома типа (19) по Vln  и Sln , можно 
уменьшить δ  вплоть до нуля. Но при ограниченном размере выборки нет 
смысла повышать степень полинома, так как более точный полином на 
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данной выборке окажется совсем неточным на другой выборке. Оптималь-
ные степени можно установить, например, так, как в работе [11]. Опреде-
ляем коэффициенты полинома на части выборки, используя только нечет-
ные номера измерений, и проверяем полученные варианты стойкостной 
зависимости, вычисляя δ  по формуле (20) с использованием четных чле-
нов выборки. Тот вариант степеней считается лучшим, для которого пара-
метр δ  минимален. Затем аналогичный расчет проводим используя четные 
номера измерений с проверкой по нечетным. Если полученные по четным 
и нечетным измерениям варианты совпали, то для этого варианта находим 
параметры δ,,..., 60 aa , используя всю выборку. Если отмеченные варианты 
не совпали, то оценку δ,,..., 60 aa  проводим по обоим вариантам и выбира-
ем тот вариант, для которого квадратичное отклонение δ  меньше. 

 
Подбор структуры и коэффициентов стойкостных зависимостей 

Структура 
полинома 0a  1a  2a  3a  4a  5a  6a  δ  TK  

1 1 11.15 -1.85 – – -0,24 – – 0.895 1.108 
2 1 -44.60 23.14 -2.78 – -0.48 – – 0.378 0.392 
2 1*1 -43.55 22.84 -2,76 – – – -0.106 0.374 0.387 
2 2 -45.11 23.17 -2.78 – -1.10 -0.20 – 0.377 0.390 
2 2 1*1 -41.79 2224 -2.73 – 0.391 -0.168 -0.303 0.368 0.381 
3 0 114.72 -84.20 21.19 -1.77 – – – 0.385 0.400 
3 1 84.76 -64.68 16.90 -1.46 -0.402 – – 0.336 0.346 
3 1*1 87.41 -66.14 17.19 -1.48 – – -0.09 0.329 0.338 
3 2 83.26 -63.9 16,7 -1.44 -0.89 -0.15 – 0.334 0.344 
3 1 1*1 106.59 -77.6 19.55 -1.65 1.732 – -0.46 0.315 0.323 
3 2 1*1 105.25 -76.9 19.40 -1.64 1.371 -1.104 -0.454 0.314 0.322 

 
С проверкой по четным данным лучшим оказался вариант 

«3 1 1*1», а с проверкой по нечетным данным оказался лучшим вариант 
«3 1*1». Из данных двух вариантов выбирается вариант «3 1 1*1», так как 
δ  для него меньше, несмотря на то, что в таблице есть вариант «3 2 1*1» с 
самым минимальным значением δ . 

Таким образом, для средней стойкости (математического ожидания) 
получено следующее выражение: 

 
)2/exp()lnln46.0

ln732.1ln65.1ln55.19ln56.7759.106exp(
2

32

δ⋅−

−+−+−=

SV

SVVVT
 

при квадратичном отклонении логарифма стойкости 315.0=δ  и коэффи-
циенте вариации стойкости 323.0=TK . 

На рис. 2 приведены графики зависимости средней стойкости от 
скорости резания и подачи. Математическое ожидание стойкости T  рас-
считывалось по вышеприведенной формуле при 315.0=δ . 
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Рис. 2. Графики зависимости стойкости от скорости резания 
при различных подачах: а - 1.0=S  мм/об; б - 2.0=S  мм/об; 

 в - 3.0=S мм/об;г - 4.0=S  мм/об;  
1 – опытные значения; 2 – математические ожидания 

Отклонение фактической стойкости от математического ожидания 
связано с разбросом стойкости как случайной величины. Степень разброса 
характеризуется коэффициентом вариации стойкости TK . 
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TOOL-LIFE EQUATION ESTIMATION USING THE MAXIMUM LIKELIHOOD METHOD 
 

A.V. Antsev, N.I. Pasko 
 

The method for estimation of parameters of tool-life equation using the maximum li-
kelihood method with assumption of fibered model of tool wear is proposed. The method uses 
statistics "speed – tool life", "speed – feed – depth – tool life", "speed – feed – depth – opera-
tion time – tool wear", etc. Tool-life equation is understood as the system of tool-life distribu-
tion law and parameters of the law, which depend of cutting modes. The case with lognormal 
distribution of tool-life and mean tool-life in the form of a polynomial of appropriate degree 
on the logarithms of the marked parameters of the cutting modes is considered. The method is 
illustrated on a numerical example with the statistics "speed – feed – tool life". 

Key words: tool-life, wear, cutting tool, tool-life equation, maximum likelihood, log-
normal distribution, logarithmic scale, polynomial, degree, coefficient of variation. 
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