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e.Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ, îáîáùåíèÿ îðòîãîíàëüíûõðàçëîæåíèé áûëè ââåäåíû â 1999 ã. â ïóáëèêàöèÿõ [1, 2℄, ïîäðîáíàÿ èí�îðìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà âðàáîòå [3℄, âûøåäøåé â 2001 ã.ÏóñòüH � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R èëè C, à {ek}� êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ñèñòåìàíîðìèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ H, ïîñëåäîâàòåëüíî çàíóìåðîâàííàÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè 1, . . . ,K èëèâñåìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.Îïðåäåëåíèå 1. Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå (Î��) ýëåìåíòà f ∈ H ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòèýëåìåíòîâ {ek} îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:1) ïîëîæèì r0 = f ;2) åñëè çàäàíû îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ rn−1 ∈ H, n ∈ N, è ýëåìåíò en, òî ïîëàãàåì

f̂n = (rn−1, en), rn = rn−1 − f̂nen.Íàçîâåì f̂k îðòîðåêóðñèâíûìè êîý��èöèåíòàìè Ôóðüå ýëåìåíòà f ∈ H ïî ñèñòåìå {ek}, à ðÿä
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∑
k
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k6n

f̂kek è äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {ek} ðåêóðñèâíûåêîý��èöèåíòû Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè êîý��èöèåíòàìè Ôóðüå, à îðòîðåêóðñèâíûé ðÿä Ôó-ðüå � îáû÷íûì ðÿäîì Ôóðüå, è (íåçàâèñèìî îò îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîÏè�àãîðà
‖rn−1‖2 = ‖rn‖2 + |f̂n|2.Ïîíÿòèå îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîÿâèëîñü â 2012 ã. â ðàáîòå [4℄.Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì îïðå-äåëåííûõ â [1�3℄ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ è îïðåäåëåííûõ â[5℄ ðåêóðñèâíûõ (òî÷íåå, îðòîðåêóðñèâíûõ) ðàçëîæåíèé ïî öåïî÷êå ñèñòåì.Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R èëè C, äàëåå ïîä ïîäïðîñòðàíñòâîì H ïî-íèìàåòñÿ çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî.Îïðåäåëåíèå 2. Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå (Î��) ýëåìåíòà f ∈ H ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïîäïðîñòðàíñòâ {Hn} îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:1) ïîëîæèì r0 = f ;2) åñëè çàäàíû îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ rn−1 ∈ H, n ∈ N, è ïîäïðîñòðàíñòâî Hn ⊂ H, òî ïîëàãàåì

f̃n� îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ rn−1 íà Hn,

rn = rn−1 − f̃n� îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ rn−1 íà H⊥
n ,

(1)ãäå H⊥
n � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå Hn â H (îá îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè (ðàçëîæåíèè) ñì. [6, ñ. 224℄èëè [7, ñ. 172℄).Â ñèëó ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïè�àãîðà

‖rn−1‖2 = ‖rn‖2 + ‖f̃n‖2. (2)Íàçîâåì f̃n ýëåìåíòàìè ðàçëîæåíèÿ f ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ {Hn}, ðÿä σ(f) =∑
n
f̃n ðåêóðñèâíûì ðÿäîì ýëåìåíòà f ∈ H ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ {Hn}; ÷àñòè÷íîéñóììîé ðåêóðñèâíîãî ðÿäà ñ íîìåðîì N ñ÷èòàåì ñóììó SN (f) = N∑

n=1
f̃n = f − rN (f).Ñóììèðóÿ ïî n ðàâåíñòâî (2), ïîëó÷èì àíàëîã òîæäåñòâà Áåññåëÿ

‖f‖2 =
N∑

n=1

‖f̃n‖2 + ‖rN (f)‖2 = ‖f − SN (f)‖2 +
N∑

n=1

‖f̃n‖2. (3)Èç (1)�(3) ñëåäóþò àíàëîãè íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ
‖f‖2 >

∑

k

∥∥∥f̃k
∥∥∥
2 è ‖rm‖2 >

∑

k>m

∥∥∥f̃k
∥∥∥
2
, m > 0,à òàêæå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ óòâåðæäåíèé, èç êîòîðûõ ïåðâûå äâà ãîâîðÿò î ñõî-äèìîñòè îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, à äâà ïîñëåäíèõ � àíàëîãèðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ:

f =
∑
k>1

f̃k, rm =
∑
k>m

f̃k, m > 0,

‖f‖2 = ∑
k>1

∥∥∥f̃k
∥∥∥
2
, ‖rm‖2 =

∑
k>m

∥∥∥f̃k
∥∥∥
2
, m > 0.

(4)Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íîðìèðî-âàííûõ ýëåìåíòîâ, òî Î�� ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàåò ñ Î�� ïîçàäàþùåé ïîäïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ.Â òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé �óíêöèé íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-íûõ ÷èñåë W (n) íàçûâàþò ìíîæèòåëåì Âåéëÿ ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðÿäîâ ïî îðòîíîðìèðî-âàííîé ñèñòåìå Φ = {ϕn(x)}∞n=1, åñëè ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞∑
n=1

|an|2W (n) âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäóðÿäà ∞∑
n=1

anϕn(x) (ñì. [8, ãë. 9, � 1, ñ. 335℄). À. Âåéëü ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííîé11 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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√
n. Ýòîò ðåçóëüòàò íåîäíîêðàòíî îáîáùàëñÿ. Íàèëó÷øèé äëÿ âñåõîðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì ðåçóëüòàò ïîëó÷èëè Ä.Å. Ìåíüøîâ è �. �àäåìàõåð: W (n) = ln2(n + 1)(ñì. [8, ãë. 9, � 1; 9, ãë. 5, � 3; 10, ãë. 2, � 3℄). Ïðè ðàññìîòðåíèè Î�� íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-þò ðàçëîæåíèÿ, ñõîäÿùèåñÿ ïî íîðìå ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïîëó÷åíîóñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó �óíêöèîíàëüíîãî Î��, ñõîäÿùåãîñÿ ïî íîðìå êðàçëàãàåìîé �óíêöèè â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà L2(Ω), ãäå Ω � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ. Ýòî óñëî-âèå àíàëîãè÷íî óñëîâèþ Âåéëÿ ñ W (n) =

√
n. Áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñõîäèìîñòè îðòîðåêóðñèâíîãîðàçëîæåíèÿ ïî íîðìå ê ðàçëàãàåìîé �óíêöèè ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå ðåçóëüòàòû (ñì. [11℄).Ëåììà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ f ∈ L2(Ω) è åå îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïîäïðîñòðàíñòâ Hk ⊂ L2(Ω), k ∈ N, ñõîäèòñÿ ê f (â L2(Ω)). Ïóñòü äëÿ n ∈ Z

+

S∗
n(f ;x) = max

06K6n

∣∣∣∣∣f(x)−
K∑

k=1

f̃k(x)

∣∣∣∣∣ = max
06K6n

|f(x)− SK(f ;x)| = max
06K6n

|rK(x)| .Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ N âåðíà îöåíêà
∥∥S∗

m2(f ;x)
∥∥2 =

∫

Ω

(
S∗
m2(f ;x)

)2
dµ(x) 6 4m

∞∑

j=1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (p− 1)m < n 6 pm, 1 6 p 6 m, òî

|f(x)− Sn(f ;x)| 6 |f(x)− Spm(f ;x)|+

∣∣∣∣∣∣

pm∑

j=n+1

f̃j(x)

∣∣∣∣∣∣
.Èñïîëüçóÿ (4), îöåíèì íîðìó ìàêñèìóìà ïåðâîãî ÷ëåíà ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà:

∥∥∥∥max
p

|f(x)− Spm(f ;x)|
∥∥∥∥
2

6

m∑

p=1

‖f(x)− Spm(f ;x)‖2 =
m∑

p=1

‖rpm(f ;x)‖2 =

=
m∑

p=1

∞∑

j=pm+1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
=

∞∑

k=1

min{k,m}
(k+1)m∑

j=km+1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
6 m

∞∑

j=m+1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
.Îöåíèì ìàêñèìóì âòîðîãî ÷ëåíà ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Òàê êàê

max
(p−1)m<n6pm

∣∣∣∣∣∣

pm∑

j=n+1

f̃j(x)

∣∣∣∣∣∣
6

pm∑

j=(p−1)m+1

∣∣∣f̃j(x)
∣∣∣ ,òî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, èìååì

∥∥∥∥∥∥
max

(p−1)m<n6pm

∣∣∣∣∣∣

pm∑

j=n+1

f̃j(x)

∣∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥∥
6

pm∑

j=(p−1)m+1

∥∥∥f̃j(x)
∥∥∥ 6

√
m




pm∑

j=(p−1)m+1

∥∥∥f̃j(x)
∥∥∥
2




1/2

,îòêóäà
m∑

p=1

∥∥∥∥∥∥
max

(p−1)m<n6pm

∣∣∣∣∣∣

pm∑

j=n+1

f̃j(x)

∣∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥∥

2

6 m
m2∑

j=1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
.Â èòîãå ïîëó÷èì

∥∥S∗
m2(f ;x)

∥∥2 6 2


m

∞∑

j=m+1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
+m

m2∑

j=1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2


 6 4m

∞∑

j=1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
.Ëåììà äîêàçàíà.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2016. � 5 23Ëåììà 2. Ïóñòü �óíêöèÿ f ∈ L2(Ω) è åå îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïîäïðîñòðàíñòâ Hk ⊂ L2(Ω), k ∈ N, ñõîäèòñÿ ê f (â L2(Ω)). Ïóñòü m0 = 0, mk =
k−1∑
j=0

4j = 1
3(4

k−1),
k ∈ N. Òîãäà èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑

k=0

2k
∞∑

j=mk+1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
<∞ (5)ñëåäóåò îöåíêà

∞∑

k=0

∥∥S∗
4k(rmk

;x)
∥∥2 6 4

∞∑

k=0

2k
∞∑

j=mk+1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
<∞ (6)

(çäåñü ìàæîðàíòû S∗
4k
(rmk

;x) áåðóòñÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ {Hn}n>mk
).Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè f ∈ L2(Ω) ïî ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè ïîäïðîñòðàíñòâ Hk ⊂ L2(Ω), k ∈ N, ñõîäèòñÿ ê f (â L2(Ω)), òî ñîãëàñíî (4) îðòîðåêóðñèâíîåðàçëîæåíèå ëþáîãî îñòàòêà rn(f) ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Hk}k>n ñõîäèòñÿ ê rn(f) (â L2(Ω)). Ïî-ýòîìó, ïîëüçóÿñü ëåììîé 1, èìååì îöåíêó

∥∥S∗
4k(rmk

;x)
∥∥2 6 2k+2

∞∑

j=mk+1

∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
.Çíà÷èò, èç îöåíêè (5) ñëåäóåò îöåíêà (6). Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 3. Ïóñòü m0 = 0, mk =

k−1∑
j=0

4j = 1
3(4

k − 1), k ∈ N, à αj > 0, j ∈ N. Òîãäà
∞∑

k=0

2k
∞∑

j=mk+1

αj =

∞∑

j=1

αj
∑

mk<j

2k 6 2
√
3

∞∑

j=1

√
jαj.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìûé áîëüøîé ýëåìåíò â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë E = {k : mk =

1
3(4

k − 1) < j} íå áîëüøå log4 3j =
1
2 log2 3j, ïîýòîìó ∑

k∈E
2k 6 2

√
3j. Ëåììà äîêàçàíà.Òåîðåìà. Åñëè îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè f ∈ L2(Ω) ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîä-ïðîñòðàíñòâ Hk ⊂ L2(Ω), k ∈ N, ñõîäèòñÿ ê f (â L2(Ω)) è ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑

k=1

√
k
∥∥∥f̃k(x)

∥∥∥
2
,òî îðòîðåêóðñèâíûé ðÿä Ôóðüå ∞∑

k=1

f̃k(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþäó íà Ω è
∥∥∥∥∥supK

∣∣∣∣∣f(x)−
K∑

k=1

f̃k(x)

∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥

2

6 32
√
3

∞∑

k=1

√
k
∥∥∥f̃k
∥∥∥
2
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m0 = 0, mk =

k−1∑
j=0

4j = 1
3(4

k − 1), k ∈ N. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òîïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Smk
(f, x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþäó íà Ω. Òàê êàê

|f(x)− Smk
(f, x)| = |rmk

(f, x)| 6
∣∣S∗

4k(rmk
;x)
∣∣ ,òî ïî ëåììàì 2 è 3

∞∑

k=0

‖f(x)− Smk
(f, x)‖2 6

∞∑

k=1

∥∥S∗
4k(rmk

;x)
∥∥2 6 4

∞∑

k=0

2k
∞∑

j=mk+1

∥∥∥f̃j(x)
∥∥∥
2
6 8

∞∑

j=1

√
3j
∥∥∥f̃j(x)

∥∥∥
2
<∞
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24 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2016. � 5(ïî óñëîâèþ òåîðåìû). Ñîãëàñíî òåîðåìå Á. Ëåâè (ñì. [6, ñ. 136℄ èëè [7, ñ. 305℄) ðÿä ∞∑
k=1

|f(x)− Smk
(f, x)|2ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó, à çíà÷èò, ïî÷òè âñþäó

|f(x)− Smk
(f, x)| −−−→

k→∞
0. (8)Ïðè ýòîì

∥∥∥∥sup
k

|f(x)− Smk
(f, x)|

∥∥∥∥
2

6

∞∑

k=0

‖f(x)− Smk
(f, x)‖2 6 8

∞∑

j=1

√
3j
∥∥∥f̃j(x)

∥∥∥
2
<∞. (9)Åñëè mk 6 l < mk+1, òî

|f(x)− Sl(f, x)| 6 |f(x)− Smk
(f, x)|+ |Smk

(f, x)− Sl(f, x)| , (10)ãäå |Smk
(f, x)− Sl(f, x)| 6

∣∣S∗
4k
(rmk

;x)
∣∣.Èç (7) è òåîðåìû Á. Ëåâè ñëåäóåò, ÷òî ðÿä ∞∑

k=1

∣∣S∗
4k
(rmk

;x)
∣∣2 ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó, à çíà÷èò,ïî÷òè âñþäó ∣∣S∗

4k
(rmk

;x)
∣∣ −−−→
k→∞

0. Îòñþäà è èç (8), (10) ïîëó÷àåì, ÷òî ïî÷òè âñþäó
f(x)− Sl(f, x) −−−→

l→∞
0.Íà îñíîâàíèè (10) çàêëþ÷àåì, ÷òî

sup
l

|f(x)− Sl(f, x)| 6 sup
k

|f(x)− Smk
(f, x)|+ sup

k

∣∣S∗
4k(rmk

;x)
∣∣ .Òàê êàê ñîãëàñíî (9) è (7)

∥∥∥∥sup
k

|f(x)− Smk
(f, x)|

∥∥∥∥
2

6 8
∞∑

j=1

√
3j
∥∥∥f̃j(x)

∥∥∥
2
,

∥∥∥∥sup
k

∣∣S∗
4k(rmk

;x)
∣∣
∥∥∥∥
2

6

∞∑

k=1

∥∥S∗
4k(rmk

;x)
∥∥2 6 8

∞∑

j=1

√
3j
∥∥∥f̃j(x)

∥∥∥
2
,òî

∥∥∥∥sup
l

|f(x)− Sl(f, x)|
∥∥∥∥
2

6 2

∥∥∥∥sup
k

|f(x)− Smk
(f, x)|

∥∥∥∥
2

+ 2

∥∥∥∥sup
k

∣∣S∗
4k(rmk

;x)
∣∣
∥∥∥∥
2

6 32
√
3

∞∑

j=1

√
j
∥∥∥f̃j
∥∥∥
2
.Òåîðåìà äîêàçàíà.Êàê îòìå÷àëîñü, Î�� ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàåò ñ Î��ïî çàäàþùåé ïîäïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîðìèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó èç òåîðåìûïîëó÷àåìÑëåäñòâèå. Åñëè îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè f ∈ L2(Ω) ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòèíîðìèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ {ek}, k ∈ N, ñõîäèòñÿ ê f (â L2(Ω)) è ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑

k=1

√
k
∣∣∣f̂k
∣∣∣
2
,òî îðòîðåêóðñèâíûé ðÿä Ôóðüå ∞∑

k=1

f̂kek(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþäó íà Ω è
∥∥∥∥∥supK

∣∣∣∣∣f(x)−
K∑

k=1

f̂kek(x)

∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥

2

6 32
√
3

∞∑

k=1

√
k
∣∣∣f̂k
∣∣∣
2
.
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