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ОСОБЕННОСТИ МЕТОДА ИНВЕРСИИ  
ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ВНЕШНИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ,  
СВЯЗАННЫХ С ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ ПОЛЯМИ В АТМОСФЕРЕ

При математических методах исследования 
от стержня Франклина до различного типа эле-
ментов систем молниезащит определяются элек-
трические поля (ЭП) с учетом условий грозовой 
активности в атмосфере.

Исследуемые задачи относятся к классу 
внешних краевых задач. Несмотря на разнообра-
зие способов решения этих задач при численных 
методах моделирования бесконечной области ис-
пользуются два основных подхода: во-первых, 
введение области расчета достаточно больших 
размеров с возможностью некоторого исключе-
ния влияния краевых эффектов на результаты 
расчетов; во-вторых, искусственное ограничение 
расчетной области путем введения в постановку 
задачи экранов и других приемов на основе при-
менения граничного условия типа ∂ψ/∂n = 0. При 
этом общим недостатком является снижение точ-
ности (например, при введении экранов) и эф-
фективности численных расчетов (например, при 
задании расчетной области достаточно больших 
размеров).

Применительно для расчета ЭП в задачах, 
связанных с исследованиями молниеприемни-
ков стержневого типа систем молниезащит, ис-
пользуются методы конечных элементов (МКЭ)  
[1, 2], конечных разностей (МКР) [3, 4] и др. Сре-
ди развиваемых методов решения подобных задач 
необходимо отметить метод инверсии для полу-
безграничных сред (МИПБС) [4, 5], принятый за 
основу для численных расчетов в данной работе. 
При этом следует отметить, что МКР, в отличие 
от МКЭ, позволяет увеличить точность расчетов 
напряженности поля для различных типов угло-
вых зон или стержней исследуемых объектов [5]  
с учетом применения алгоритма Брезенхэма.

Исследование [4] распределенной системы 
типа «плоскость-проводник» позволило выявить 
особенности краевого эффекта для заземленного 
стержня относительно облака, причем исследо-
ван идеальный вариант, в котором облако пред-
ставлено в виде некоторого круга. Это связано 

с тем, что за основу для схемы моделирования 
данной работы с применением МИПБС приняты 
соотношения размеров как в [3] с возможностью 
сравнительного анализа полученных результатов 
и с учетом того, что основные подходы работы 
известны специалистам [6].

В рамках статьи исследуются особенности 
модифицированного метода инверсии на примере 
определения электрического поля относительно 
заземленного стержневого молниеприемника и с 
учетом облака и его граничной поверхности. 

Постановка задачи. Для исследования осо-
бенностей МИПБС относительно к распределен-
ной системе типа «плоскость-проводник» при-
меняется по аналогии с [4] схема моделирования, 
показанная на рис. 1. Схема включает стержень Г4 
на плоскости Г1 в виде поверхности земли F(x, y) 
и облако V(x, y) в виде плоскости Г6, находящей-
ся в полубезграничной области относительно по-
верхности F(x,y). В силу симметрии изучаемого 
объекта исследуется только часть некоторой по-
лусферической области.

ЭП определяется относительно проводящей 
плоскости Г1 со стержнем Г4 (их потенциал ψ 
принимается равным нулю) и с учетом краевого 
эффекта от граничной поверхности облака Г6, 
являющейся частью круга. Считаем, что исследу-

Рис 1. Схема моделирования молниеприемника  
стержневого типа
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ется статический режим с учетом возникновения 
в некоторый момент времени на Г6 потенциала, 
равного ψВ0. Эта постановка отличается от поста-
новки задач [7, 8], в которых задается некоторое 
направление нисходящего стримера в воздухе, 
как правило, в виде проводника, причем в рабо-
те [7] не приводится конкретная математическая 
постановка задачи, а в [8] указывается, что мо-
делирование поля потенциала осуществляется 
на основе уравнения Лапласа, но без указания 
граничных условий. Исходная постановка также 
отличается и от постановки задачи [3], в которой 
внешняя краевая задача сводится к внутренней 
путем задания граничных условий в исследуемой 
области в виде ∂ψ/∂n = 0.

Поле распределения ψ подчиняется уравне-
нию Лапласа, как в [4]:

2 2 2

2 2 2 0
x y z

∂ ψ ∂ ψ ∂ ψ
+ + =

∂ ∂ ∂
; (x, y, z) ∈ D(x, y, z).

Граничные условия задачи следующие:
на границах Г•	 1 и Г4 

ψ(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Г1, Г4;
на границе Г•	 ∞ 

ψ(∞) = 0; 
на поверхностях симметрии области, т. е. •	

на границах Г2, Г3 
∂ψ/∂n = 0, (x, y, z) ∈ Г2, Г3; 

на границе Г•	 6 
ψ(x, y, z) = ψВ0, (x, y, z) ∈ Г6, 

где D(x, y, z) – исследуемая область, ограниченная 
Г1–Г4, Г6 и Г∞; причем Г∞ – условная граница на 
бесконечности; Г5 – внутренняя граница в D(x, y, 
z) (искусственно введенная граница [4]).

С учетом использования МИПБС счита-
ем, что некоторая выделенная область D'm(x, y, 
z), входящая в состав области D(x, y, z), имеет 
форму некоторой части полусферы с радиусом 
R0 и с границами Г1–Г6 (эта область может быть 

представлена в виде куба, параллелепипеда и 
др., определяется видом области с исследуемым 
объектом, например [9]). Для реализации это-
го метода необходима дополнительная область  
D*

m(x, y, z), чтобы часть оставшейся области  
D(x, y, z) между границами Г5 и Г∞ отобразилась на 
эту дополнительную область. Следует отметить, 
что составные области D'm(x, y, z) и D*

m(x, y, z)  
соприкасаются по внутренней поверхности Г5 в 
исходной области D(x, y, z).

Особенности дискретной математической 
модели. Для краевой задачи с учетом уравне-
ния (1) и граничных условий (2)–(5) уравнения в 
операторной форме для определения поля потен-
циала ψ в узлах (i, j, k) для дискретной области  
Dd(x, y, z) имеют следующий вид:

( )
2 3

0 6

1 4

0,

( , , )  ( , , ) ;

0,  ( , , )  , ;

,  ( , , )  ;

0,  ( , , )  , , .

xx ijk yy ijk zz ijk

i j k d
h

h n ijk i j k

ijk B i j k

ijk i j k

L L L
x y z D x y z

L L x y z
x y z

x y z ∞

 ψ + ψ + ψ =


∈
ψ ≡ ψ = ∈ Γ Γ
ψ = ψ ∈ Γ
ψ = ∈ Γ Γ Γ

Здесь Lxx  =  ∂2/∂x2, Lyy  =  ∂2/∂y2, Lzz  =  ∂2/∂z2, 
Ln  =  ∂2/∂n2 – производные потенциала, которые 
представляются конечно-разностными аппрок-
симациями. Область Dd(x, y, z), включающая  
D'md(x, y, z) и D*

md(x, y, z), является дискретной  
с регулярной прямоугольной сеткой. Для аппрок-
симации границ применяется алгоритм Брезенхэ-
ма. При расчетах не учитывается диаметр стерж-
ня, т. к. он пренебрежимо мал по сравнению с 
размерами Dd(x, y, z) и шагом по x, y и z (анало-
гично как в [3]).

Так как во внутренних узлах сетки выполня-
ется условие сходимости итерационного метода 
Гаусса–Зейделя, то во всех внутренних узлах об-
ласти Dd(x, y, z) потенциал ψi,j,k рассчитывается с 
помощью численного метода, например, экстрапо-
ляционного метода Либмана [10] по формулам:

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1
, , ,

6
i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k
+ − + − + −ψ + ψ + ψ + ψ + ψ + ψ

ψ =

1 0 1
, , , , , , , ,( ),S S S S

i j k i j k i j k i j k
− −ψ = ψ + α ψ −ψ

(7)

(8)

где α – ускоряющий коэффициент (1  ≤ α  ≤  2);  
ψS–1

i,j,k – значение в узле ψi,j,k, вычисленное на пред-
ыдущей итерации; ψS0

i,j,k – значение в узле ψi,j,k,  
вычисленное в текущей итерации согласно (8); 
ψS

i,j,k – новое значение.

На границах Г2, Г3 потенциал ψi,j,k рассчиты-
вается с учетом конечно-разностных аппрокси-
маций и вида условия симметрии (4). Модуль E 
определяется как квадратный корень из суммы 
квадратов компонент вектора Ex

2, Ey
2, Ez

2.
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Согласно МИПБС граничные узлы ψi,j,k на 
границе Г5 превращаются во внутренние узлы со-
ставной области D'md(x, y, z) и D*

md(x, y, z), при-
чем в узлах на границе области D'md(x, y, z) расчет 
также ведется по формулам (7) и (8), а значения 
потенциалов в недостающих узлах берутся из до-
полнительной области D*

md(x, y, z), и наоборот.
Результаты численных расчетов. Результа-

ты расчетов представляются в безразмерном виде 
для ψ и расстояний l как ψbi

* = ψi / ψB0, li
* = li / h с 

учетом базовых значений потенциала ψB0 на Г6 и 
высоты h стержня Г4, а остальные определяются 
аналогично или через ψbi

* и li
*. Для сравнения ре-

зультатов с известными данными основные соот-
ношения размеров приняты как в [3].

Исследуются два типа моделей по схеме 
как на рис. 1. Исходные условия следующие: 
cчитаем, что граница Г6 имеет радиус r1

* =  3 и 
находится на высоте Hk

* =  3, а высота Г4 равна  
h* = 1. Отличие заключается в том, что Г5 – вну-
тренняя граница в D(x, y, z) (искусственно вве-
денная с учетом МИПБС) в первой модели на-
ходится на расстоянии δ* от границы Г5, а во 
второй модели δ* = 0.

Результаты расчетов напряженности поля E* 
относительно F(x, y) и V(x, y) для двух моделей 
показаны на рис. 2. 

Из анализа результатов распределения поверх-
ностей равных напряженностей поля следует, что 
на стержне Г4 и в окрестностях края границы Г6 
наблюдается существенно неоднородное ЭП. Для 
оценки этих относительных величин рассмотрим 
результаты расчетов, показанные на рис. 3, при-
чем кривые 1 и 2 – это характеристики ψb

* = f(HL
*)  

(рис. 3 а) и E* = f(HL
*) (рис. 3 б), представляющие 

зависимости в вертикальных плоскостях относи-
тельно поверхности F(x, y): по оси стержня и на 
расстоянии Sk1

* = 3, т. е. на границе облака V(x, y).
Из анализа зависимостей E*  =  f(HL

*) (см.  
рис. 3 б, кривые 1 и 2) следует, что модули мак-
симальной напряженности поля Em

* находятся 
как на стержне Г4, так и на краю облака V(x, y), 
причем Em

* на расстоянии Sk1
* = 3 больше, чем на 

стержне по его оси. 
Рассмотрим результаты распределения от-

носительных величин ψb
*  =  f(HL

*) (рис. 4 а) и  
E* = f(HL

*) (рис. 4 б), показанные на рис. 4, причем 
кривые 1–4 – это характеристики, представляю-

Рис. 2. Распределение поверхностей равных напряженностей поля с шагом ∆E*:  
а – для модели 1;  б – модели 2 

а) б)

Рис. 3. Характеристики ψb
* = f(HL

*) (а) и E* = f(HL
*) (б) в вертикальной плоскости:  

1 – по оси стержня; 2 – на расстоянии Sk1
* = 3

а) б)
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щие зависимости в вертикальных плоскостях от-
носительно поверхности F(x, y): по оси (Sk0 = 0) и 
на расстоянии Sk1

* = 3, а также в промежуточных 
точках от оси Sk2

* = 1,5 и Sk3
* = 2. Следует отме-

тить, что кривые 1 и 2 E* = f(HL
*) (см. рис. 4 б),  

в отличие от рис.  3 б, представлены только в 
окрестностях точек Sk0 = 0 и Sk1

*  =  3, чтобы от-
разить особенности изменения напряженности  
в промежуточных точках как на F(x, y), так и на 
облаке.

Анализ зависимостей E* =  f(HL
*) на рис.  4 б 

показывает, что напряженность поля E* по по-
верхности F(x, y) под облаком максимальна вбли-
зи заземленного стержня и убывает к точке Sk1

*, 
а напряженность поля E* по поверхности V(x, y), 
наоборот, на облаке, непосредственно под стерж-
нем, минимальная, причем приблизительно на 
порядок меньше, чем Em

* у края облака V(x, y). 
Результаты расчетов для моделей 1 и 2  

(см. рис. 2) с учетом распределения относитель-
ных величин ψb

*  =  f(HL
*) (рис. 5 а) и E* = f(HL

*) 
(рис. 5 б), показаны на рис. 5, причем кривые 1 и 
2 – это характеристики, представляющие зависи-

мости в вертикальных плоскостях относительно 
поверхности F(x, y) на расстоянии Sk1

* = 3 для мо-
делей 1 и 2.

Анализ зависимостей на рис.  5 показывает, 
что область D'm(x, y, z) с внутренней границей Г5  
в методе МИПБС должна быть больше, чем мак-
симальный размер исследуемого объекта, находя-
щегося в этой области, т. к. при совпадении с гра-
ницей Г5 наблюдается существенное завышение 
результатов расчета. В исследуемом случае уста-
новлено, что граница облака V(x,y) должна быть 
на расстоянии не менее чем δ*/2 от границы Г5.

Сравнение результатов расчета проводилось 
с [3] в вертикальной плоскости на расстоянии 
S1 = 3,2 м и до высоты H1 = 13 м по распределе-
нию поля ψ и представлено в [4]. Сравнительный 
анализ показал, что отличия в расчетах в целом 
составляют менее 0,5 %. 

Анализ исследования трехмерных ЭП отно-
сительно заземленного стержневого молниепри-
емника и с учетом граничной поверхности облака 
на основе модифицированного метода инверсии 

Рис. 4. Характеристики ψb
* = f(HL

*) (а) и E* = f(HL
*) (б) для различных Sk:  

1 – по оси схемы (Sk0 = 0); 2 – Sk1
* = 3; 3 – Sk2

* = 1,5; 4 – Sk3
* = 2

а) б)

Рис. 5. Характеристики ψb
* = f(HL

*) (а) и E* = f(HL
*) (б)  

в вертикальной плоскости на расстоянии Sk1
* = 3 от оси стержня:  

1 – для модели 1; 2 – для модели 2 

а) б)
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показал, что имеется возможность определять на-
пряженность поля в некоторой области и выявлять 
различные краевые эффекты. Например, установ-
лено, что модули максимальной напряженности 
поля Em

* находятся как на стержне молниеприем-
ника Em1

*, так и на краю облака Em2
*, причем Em2

* 
больше, чем на стержне по его оси. 

Показано, что распределение напряженности 
поля E* по поверхности земли под облаком убы-
вает к периферии, а распределение напряжен-
ности поля E* по поверхности облака, наоборот, 
существенно возрастает к периферии. При этом 

следует заметить, что полученные выводы опре-
деляются соотношениями размеров исследуемой 
системы и соответствующими допущениями при 
расчетах.

В результате исследований установлено, что 
в выделяемой области D'm(x, y, z) с некоторой 
внутренней границей Г5 с учетом применения 
МИПБС при определении влияния краевых эф-
фектов исследуемого объекта (например, V(x,y)) 
он не должен соприкасаться с внутренней грани-
цей Г5, т. к. это приводит к завышению результа-
тов расчета по Г5.
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Динамический фрактальный анализ  
вариабельности сердечного ритма

В настоящей статье рассматриваются пробле-
мы нелинейного исследования хаотических вре-
менных рядов вариабельности сердечного ритма 
(ВСР) – временных интервалов между последо-

вательными нормальными QRS-комплексами 
электрокардиограммы (норма-норма или NN-
интервалов).  Благодаря рекомендациям научных 
сообществ США, Европы [3], Японии, Китая и 


