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КОЛОСОВА С.В., ЛАМТЮГОВА С.Н.,
СИДОРОВ М.В.

Рассматривается применение методов R-функций, пос-
ледовательных приближений и метода Галеркина-Петро-
ва к расчету осесимметричных стационарных течений
вязкой несжимаемой жидкости (обтекание конечных тел
вращения).

Введение
Актуальность исследования. Многие явления, на-
блюдаемые в атмосфере и океане, а также проблемы
гидроаэродинамики, теплоэнергетики, химической ки-
нетики, биомедицины можно изучать в рамках модели
несжимаемой вязкой жидкости. Задачи, представля-
ющие практический интерес, как правило, описыва-
ются уравнениями Навье–Стокса [1 – 3], существен-
ной особенностью которых является нелинейность, а
также наличие малого параметра при старшей произ-
водной (величина, обратная числу Рейнольдса). Кро-
ме того, задачи для уравнений Навье-Стокса часто
приходится решать в областях сложной геометрии, а
область может быть и бесконечной (задачи обтекания
тел, течения жидкости в трубах и пр.). В большинстве
случаев при численном решении задач обтекания
условия на бесконечности сносятся на некоторый
контур, расположенный достаточно далеко от обтека-
емого тела, что приводит к чрезмерным затратам
ресурсов ЭВМ.
Существует множество подходов к расчету вязких
течений. В основном эти подходы используют метод
конечных разностей и метод конечных элементов [4 –
12]. Эти методы просты в реализации, но не обладают
необходимым свойством универсальности – при пе-
реходе к новой области (особенно неклассической
геометрии) необходимо генерировать новую сетку, а
часто и заменять сложные участки границы просты-
ми, составленными, например, из отрезков прямых.
Точно учесть геометрию области, а также краевые
условия (в том числе и условие на бесконечности)
можно, воспользовавшись конструктивным аппара-
том теории R-функций акад. НАН Украины В.Л. Рва-
чева [13]. Метод R-функций в задачах гидродинамики
использовался в работах [14 – 18], но рассматрива-
лись задачи расчета течений идеальной жидкости [14]
или же вязкой в ограниченных областях [15 – 17], или
при наличии винтовой симметрии [18].

Задачи внешнего обтекания тел вязкой жидкостью с
использованием метода R-функций не рассматрива-
лись, хотя они составляют важный класс прикладных
задач. Поэтому разработка новых, а также совершен-
ствование существующих методов математического
моделирования внешних стационарных задач дина-
мики вязкой несжимаемой жидкости методом R-
функций является актуальной научной проблемой.
Цели и задачи исследования. Целью данной работы
является создание современного и эффективного ме-
тода математического моделирования стационарных
задач обтекания тел вращения. Здесь не обсуждается
степень строгости, условия применимости использо-
ванных уравнений движения жидкости, они рассмат-
риваются как математические модели, подлежащие
численной алгоритмизации. Для достижения постав-
ленной цели необходимо решить следующие задачи:
на основании методов теории R-функций построить
полную структуру решения краевой задачи для фун-
кции тока; заменить исходную нелинейную задачу
последовательностью линейных краевых задач; для
решения линейных задач на каждом шаге итерацион-
ного процесса разработать численный алгоритм на
основании метода Галеркина-Петрова.
1. Постановка задачи
Рассмотрим стационарное обтекание тела вращения
потоком вязкой несжимаемой жидкости. Будем счи-
тать, что в пространстве введена декартова система
координат (x, y, z) , а обтекаемое тело образовано
вращением вокруг оси Oz  фигуры Ω , лежащей в
плоскости Oxz  (фигура Ω  односвязная, конечная и
симметричная относительно оси Oz ). Кроме того,
предположим, что поток жидкости равномерный, его
скорость равна U∞  и он сонаправлен с осью Oz .
Такие течения удобно рассматривать в сферической
системе координат (r, , )θ ϕ :

x rsin cos= θ ϕ ,

y r sin sin= θ ϕ ,

z r cos= θ ,

0 r≤ < +∞ , 0 ≤ θ ≤ π , 0 2≤ ϕ < π .

Стационарные уравнения Навье-Стокса в сферичес-
кой системе координат имеют вид [3]:
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Здесь rv , vθ , vϕ  – радиальная, угловая и осевая
компоненты скорости жидкости соответственно; p  –
давление; ν  – кинематический коэффициент вязкос-
ти; ρ  – плотность жидкости,

2
2

2 2 2 2 2
1 1 1r sin

r rr r sin r sin
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∆ = + θ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂θ ∂θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠θ θ ∂ϕ

.

Совокупность уравнений (1) представляет собой сис-
тему нелинейных уравнений в частных производных
относительно неизвестных функций rv , vθ , vϕ , p .
Ввиду сложности системы (1) ее прямой численный
анализ затруднен.
В сделанных выше предположениях относительно
обтекаемого тела осевая компонента скорости vϕ
равна нулю, rv , vθ  и p  являются функциями только от
r  и θ , а уравнение неразрывности (четвертое уравне-
ние в (1)) интегрируется введением функции тока ψ
по формулам

r 2
1v

r sin
∂ψ

=
∂θθ

, 
1v

r sin rθ
∂ψ

= −
θ ∂

.         (2)

Исключив из оставшихся двух первых уравнений
перекрестным дифференцированием давление, для
функции тока (r, )ψ = ψ θ  получим нелинейное урав-
нение четвертого порядка [19]:

2
2

1 E EE
r rr sin

∂ψ ∂ ψ ∂ψ ∂ ψ⎛ ⎞ν ψ = − +⎜ ⎟∂θ ∂ ∂ ∂θ⎝ ⎠θ

2
1 22ctg E

r rr sin
∂ψ ∂ψ⎛ ⎞+ θ − ψ⎜ ⎟∂ ∂θ⎝ ⎠θ

 вне Ω ,    (3)

где 
2

2 2
sin 1E

sinr r
∂ ψ θ ∂ ∂ψ⎛ ⎞ψ = + ⎜ ⎟∂θ θ ∂θ⎝ ⎠∂

, ( )2E E Eψ = ψ .

Уравнение (3) следует дополнить условиями на ∂Ω  и
на бесконечности (при r →∞ ).
Если граница обтекаемого тела неподвижна и непро-
ницаема, то из условий прилипания следуют такие
краевые условия:

0∂Ωψ = , 0
∂Ω

∂ψ
=

∂n
,                   (4)

где n  – внешняя к ∂Ω  нормаль.

Условие на бесконечности имеет вид

θψ ∞
22 sinrU

2
1~  при r →∞             (5)

и означает, что при неограниченном удалении от обте-
каемого тела поток становится равномерным.
Соответствующая (3) - (5) линейная задача (прибли-
жение Стокса) была рассмотрена в [20].
Итак, для расчета течения около рассматриваемого
тела вращения нужно решить краевую задачу (3) – (5).
2. Построение структуры решения
Для решения задачи (3) – (5) воспользуемся методом
R-функций: с помощью конструктивных средств тео-
рии R-функций построим структуру решения краевой
задачи (3) – (5), т.е. пучок функций, точно удовлетво-
ряющий краевым условиям на ∂Ω  и условию при
r →∞ .

Пусть вне Ω  известна достаточно гладкая функция
(r, )ω θ , обладающая следующими свойствами:

1) (r, ) 0ω θ >  вне Ω ;

2) (r, ) 0ω θ =  на ∂Ω ;

3) (r, ) 1∂ω θ
= −

∂n
 на ∂Ω ,

где n  – вектор внешней нормали к ∂Ω .

Для областей произвольной формы, ограниченных
кусочно-гладким контуром, такая функция ω  может
быть построена в виде единого аналитического выра-
жения благодаря использованию R-функций [13].
Введем в рассмотрение достаточно гладкую функцию

My f (x)=  [21], удовлетворяющую следующим тре-
бованиям:

а) Mf (0) 0= ;

б) Mf (0) 1′ = ;

в) Mf (x) 0 x 0′ ≥ ∀ ≥ ;

г) Mf (x) 1 x M (M const 0)≡ ∀ ≥ = > .

Условиям а) – г) удовлетворяет, например, функция

M

Mx1 exp , 0 x M;
f (x) x M

1, x M.

⎧ − ≤ <⎪= −⎨
⎪ ≥⎩

Кроме того, очевидно, что такая Mf (x) C [0, )∞∈ +∞ .
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Обозначим

M M(r, ) f [ (r, )]ω θ = ω θ .                  (6)

Легко проверить, что функция M (r, )ω θ  удовлетворя-
ет условиям 1) – 3). Кроме того,

M (r, ) 1ω θ ≡ , если (r, ) Mω θ ≥ .

Заметим, что это условие означает, что если функция
(r, )ω θ  монотонно возрастает при удалении от ∂Ω , то

функция M (r, )ω θ  вида (6) отлична от единицы лишь
в некоторой кольцеобразной области

{ }0 (r, ) M≤ ω θ < ,

которая содержится во внешности Ω  и прилегает к
∂Ω .

Известно [19], что уравнение (3) имеет частное реше-
ние вида

( )2 1 2
1 2(r, ) c r c r sin−ψ = ψ θ = + θ ,

где 1c , 2c  – произвольные постоянные, причем такая
ψ  удовлетворяет и уравнению E 0ψ = . Тогда функ-
ция

2 2 2
0 0 M

1(r, ) (r, ) U r sin
2 ∞ψ = ψ θ = ω θ θ        (7)

удовлетворяет краевым условиям (4) и условию (5).
Кроме того, на функции 0ψ  вида (7) в области
{ }(r, ) Mω θ ≥  уравнение (3) обращается в тождество.

Из сказанного выше следует
Теорема. При любом выборе достаточно гладких
функций 1Φ  и 2Φ  ( 1 0Φ →  при r → +∞ ) краевым
условиям (4) и условию на бесконечности (5) удов-
летворяет пучок функций

2 2
0 M 1 M M 2(1 )ψ = ψ +ω Φ +ω −ω Φ ,        (8)

где функция 0ψ  имеет вид (7).

Таким образом, формула (8) задает структуру реше-
ния краевой задачи (3) – (5).
3. Построение итерационного процесса
Обозначим нелинейный оператор в правой части урав-
нения (3) буквой B :

2
1 E EB

r rr sin
∂ψ ∂ ψ ∂ψ ∂ ψ⎛ ⎞ψ = − +⎜ ⎟∂θ ∂ ∂ ∂θ⎝ ⎠θ

2
1 22ctg E

r rr sin
∂ψ ∂ψ⎛ ⎞+ θ − ψ⎜ ⎟∂ ∂θ⎝ ⎠θ

.

В задаче (3) – (5) сделаем замену 0 uψ = ψ + , где u  –
новая неизвестная функция, а 0ψ  – функция вида (7).

Тогда для функции u  получим краевую задачу с
однородными краевыми условиями

2 2
0 0E u B( u) Eν = ψ + −ν ψ  вне Ω ,         (9)

u 0∂Ω = , u 0
∂Ω

∂
=

∂n
,                  (10)

r
lim u 0
→+∞

= .                         (11)

Заметим, что в силу свойств функции 0ψ  вида (7) в
области { }(r, ) Mω θ ≥  имеем

2
0E 0ψ = ,

0
Eu sin EuB( u) Bu U cos U
r r∞ ∞

∂ θ ∂
ψ + = + θ −

∂ ∂θ
.

Для решения задачи (9) – (11) воспользуемся мето-
дом последовательных приближений. Пусть началь-

ное приближение (0)u  задано. Например, можно взять
(0)u 0= .

Если k -е приближение (k)u  построено, то новое

(k 1)+ -е приближение (k 1)u +  находим как решение
линейной задачи

2 (k 1) (k) 2
0 0E u B( u ) E+ν = ψ + − ν ψ  вне Ω ,  (12)

(k 1)u 0+
∂Ω

= , 
(k 1)u 0
+

∂Ω

∂
=

∂n
,             (13)

(k 1)
r
lim u 0+

→+∞
= .                     (14)

В соответствии с теоремой  структура решения задачи
(12) – (14) имеет вид

(k 1) (k 1)(k 1) 2 2
M M M1 2u (1 )+ ++ = ω Φ +ω −ω Φ .

Для аппроксимации неопределенных компонент
(k 1)
1
+Φ , (k 1)

2
+Φ  воспользуемся методом Галеркина-

Петрова.
Известно [22, 23], что общее решение уравнения

2E 0ψ =  при отсутствии в физической постановке
сингулярностей может быть записано в виде

( n 1 n n 2
n n n

n 2
(r, ) A r B r C r

∞
− +

=
ψ θ = + + +∑

)3 n
n nD r J (cos )−+ θ ,                (15)

где nA , nB , nC , nD  – произвольные постоянные;

nJ ( )ζ  – функции Гегенбауэра первого рода. Пред-
ставлением (15) воспользуемся для выбора коорди-
натных последовательностей.
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Для аппроксимации неопределенной компоненты
(k 1)
1
+Φ  воспользуемся функциями системы

{ 1 1 2 2
2 4 3 5r J (cos ), r J (cos ), r J (cos ), r J (cos ), ...,− − − −θ θ θ θ

}n n
n 1 n 3r J (cos ), r J (cos ), ...− −
+ +θ θ ,       (16)

а для аппроксимации неопределенной компоненты
(k 1)
2
+Φ  воспользуемся функциями системы

{ 2 4 3
3 2 2 2 3J (cos ), r J (cos ), r J (cos ), r J (cos ), r J (cos ),θ θ θ θ θ

}5 n n 2
3 n nr J (cos ), ..., r J (cos ), r J (cos ), ...+θ θ θ . (17)

Итак, функции (k 1)
1
+Φ  и (k 1)

2
+Φ  представим в виде

m1(k 1) (k 1) (k 1)
n n1 1, m1 n 1

+ + +

=
Φ ≈ Φ = α τ∑ ,

m2(k 1) (k 1) (k 1)
n m2 2, m n m 12 1n 1

+ + +
++

=
Φ ≈ Φ = α τ∑ ,

где 1 m1, ...,τ τ  – первые 1m  функций системы (16), а
m 1 m m1 1 2, ...,+ +τ τ  – первые 2m  функций системы

(17).
Тогда

N(k 1)(k 1) (k 1)
n nN

n 1
u u ++ +

=
≈ = α ϕ∑ ,         (18)

где 1 2N m m= + ,
2

1 M 1,ϕ = ω τ  …, 2
m M m1 1 ,ϕ = ω τ

2
m 1 M M m 11 1(1 )+ +ϕ = ω −ω τ , …,

2
N M M m m1 2(1 ) +ϕ = ω −ω τ .

Таким образом, построенные функции nϕ  образуют
координатную последовательность.
Обозначим

(k) 2
0 0F B( u ) E= ψ + −ν ψ .             (19)

При подстановке (k 1)
Nu +  из (18) в уравнение (12)

получим невязку
N(k 1)2 (k 1) 2

N n nN
n 1

R E u F E F+ +

=
= ν − = ν α ϕ −∑ .   (20)

Изучим поведение невязки NR  (20) и функции F  (19)

в области { }(r, ) Mω θ ≥ . Заметим, что в этой области

m1(k 1)(k 1) (k 1)
n n1

n 1
u ++ +

=
= Φ ≈ α τ∑ ,

m1(k)(k) (k)
n n1

n 1
u

=
= Φ ≈ α τ∑ .

Поскольку функции nτ  – частные решения уравнения
2E u 0= , то (k 1)2

NE u 0+ =  в области { }(r, ) Mω θ ≥ .
Функция F  в этой области имеет вид

(k) (k)
(k) Eu sin EuF Bu U cos U

r r∞ ∞
∂ θ ∂

= + θ −
∂ ∂θ

и допускает оценку

4
1F O
r

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 при r → +∞ .

Таким образом, в области { }(r, ) Mω θ ≥  невязку мож-
но сделать сколь угодно малой за счет подходящего
выбора M .

Для нахождения коэффициентов (k 1) (k 1)
N1 , ...,+ +α α

воспользуемся методом Галеркина-Петрова [24], взяв
в качестве проекционной систему функций i{f } , где

2
i M if = ω τ . Тогда (k 1) (k 1)

N1 , ...,+ +α α  найдем из условия

ортогональности невязки NR  (20) элементам 1 Nf , ..., f
проекционной последовательности:

N i(R , f ) 0= , i 1, N= ,                 (21)

причем в силу сделанных выше замечаний интегриро-
вание в (21) при вычислении скалярных произведе-
ний можно производить только по конечной области
{ }0 (r, ) M≤ ω θ < .

Подставляя (20) в (21), получаем, что (k 1) (k 1)
N1 , ...,+ +α α

– это решение системы линейных алгебраических
уравнений:

( )N (k 1) 2
n i iN

n 1
E , f (F, f )+

=
α ν ϕ =∑ ,  i 1, 2, ..., N= .(22)

Решив систему (22), получим новое приближение
(k 1)u + . Итерации  следует прекратить, когда

(k 1) (k)u u+ − < ε , где 0ε >  – малое число.

Предварительные результаты работы были доложены
на пятнадцатой  Всеукраинской  (десятой междуна-
родной) студенческой научной конференции по при-
кладной математике и информатике СНКПМИ-2012
[25].
Выводы
Впервые разработан численный метод расчета вне-
шних течений вязкой несжимаемой жидкости, осно-
ванный на совместном применении методов последо-
вательных приближений, R-функций и Галеркина-
Петрова. Разработанный метод отличается от извест-
ных  универсальностью (алгоритм не изменяется при
изменении геометрии области) и тем, что структура
решения точно учитывает как краевые условия на
границе обтекаемого тела, так и условие на бесконеч-
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ности. Предложенный метод позволяет проводить
математическое моделирование разных физико-ме-
ханических и биологических внешних течений. Ска-
занное выше и определяет научную новизну и прак-
тическую значимость полученных результатов.
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