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Корреляционная (вероятностная) связь между случайными величинами 

возникает тогда, когда имеются общие факторы, влияющие на значения этих 
величин. Показателем тесноты линейной связи между случайными величинами 
системы Х1, Х2, …,  Хn служит коэффициент корреляции 
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где , {[ ( )] [ ( )]}i j i i j jk M X M X X M X= − ⋅ −  – корреляционный момент пары ,i jX X ;   
,i jσ σ  – средние квадратические отклонения иi jX X . Для независимых (не-

коррелированных) случайных величин  , , 0i j i jk r= = . 
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Случайные, нормально распределенные ошибки измерений иi i′∆ ∆  некор-
релированы (независимы), имеют математическое ожидание  ( ) 0M ∆ =  и дис-
персию  2 2 2{ ( )} ( )M M Mσ = ∆ − ∆ = ∆ ,  ( ) ( ) ( ) 0M M M′ ′∆ ⋅∆ = ∆ ⋅ ∆ = . 

Проверим наличие корреляционной связи для некоторых функций случай-
ных ошибок измерений, содержащих одинаковые коэффициенты при соответ-
ствующих ошибках. Рассмотрим систему двух случайных величин, заданную 

вектором  
f

F
f

 
= ′ 

. 

Ковариационная матрица системы определяется формулой: 
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 является дисперсионной матрицей. 

 
Здесь 2 2( ), ( ), ( ) 0т т т

f f ffM f f M f f k M f f′ ′′ ′ ′σ = ⋅ σ = ⋅ = ⋅ =  – корреляци-
онный момент пары случайных величин f  и  f´. 

Для функций: 
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функции иf f ′  некоррелированы. 
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Для функций накопленных случайных ошибок измерений 
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функции иf f ′  также некоррелированы, M(f) = 0,  M(f´) = 0. 
Разности повторных определений координат полигонометрического хода  

содержат информацию о стабильности пунктов геодезической основы при мо-
ниторинге инженерного сооружения. Если координаты, вычисленные по ре-
зультатам независимых повторных измерений, некоррелированы,  предельно 
допустимое значение их разностей можно определить по формуле  [1]: 

. 2xпредd t m= ⋅ ⋅ .                                             (4) 

На моделях ходов полигонометрии 4-го класса исследована  корреляцион-
ная связь между координатами пунктов, полученными по результатам повтор-
ных, независимых измерений  углов и сторон. 

Представим разности координат d(x), d(y)  как функции  их истинных слу-
чайных ошибок  ,x y∆ ∆ , ,x y′ ′∆ ∆ : 

( ) x x x xd x x x X X′ ′ ′= − = + ∆ − −∆ =∆ −∆ ;   ( ) y yd y y y′ ′= − =∆ −∆ . 

Истинные ошибки координат можно получить через истинные ошибки 
приращений: 

( ) ( ) ( )cosi i ii
iSdx
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α∆ =∆ α − ∆

′′ρ
,    ( ) ( ) ( )sini i ii

iSdy
dx

α∆ =∆ α + ∆
′′ρ

.                   (5) 

Случайные ошибки дирекционных углов и координат являются функциями 
накопленных аргументов – случайных ошибок измеренных углов и прираще-
ний координат соответственно: 
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Функции (5), (6) аналогичны (2), (3) и теоретически не коррелированны  
с результатами их повторных определений. Проверим это утверждение экспе-
риментально. Оценка коэффициента корреляции вычисляется по формуле: 

,
[ ]

( 1)x x
x x

x xr
n′

′

′δ ⋅ δ
=

σ ⋅ σ −
,                                                (7) 

где  , [ ]/i i xx x x M x x nδ = − = =  – оценка математического ожидания, 
2[ ]/ 1x x nσ = δ −  – оценка среднего квадратического отклонения. 

Значимость , ,,x x y yr r′ ′  устанавливалась с использованием функции z Фи-
шера для доверительной вероятности Ф(t) = 0,997,  t = 3  [2]. 

Характеристики ходов полигонометрии и оценки коэффициентов корреля-
ции истинных ошибок координат первого и второго циклов наблюдений пред-
ставлены в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Корреляция  повторных определений координат 

Варианты 1 2 3 4 5 
Характери-
стики 

α =170◦– 195◦ 
s = 300 м,  

n = 20, 
σβ = 2"  

σs = 2 см 

α = 170◦–195◦ 
s = 500 м,  

n = 20, 
σβ = 2"  

σs = 3 см 

α = 85◦–96◦ 
s = 300 м,  

n = 20,  
σβ = 2"  

σs = 2 см 

α = 85◦–96◦ 

s = 300 м,  
n = 20, 
σβ = 2" 

σs = 2 см 

α = 10◦–180◦ 
s = 300 м,  

n = 20, 
σβ = 2"  

σs = 2см 

,x xr ′  -0,237 -0,583 -0,379 -0,984 0,963 

r2 – r1 1,199 0,944 1,127 0,064 0,141 
Корреляция – – – + + 

,y yr ′  -0,993 -0,980 -0,229 -0,288 0,230 

r2 – r1 0,029 0,077 1,203 1,178 1,202 
Корреляция + + – – – 

 
В четырех случаях из десяти между координатами первого и второго цик-

лов установлено наличие корреляционной связи. Почему некоторые функ-
ции (5) оказались коррелированы? Вероятностно-статистический анализ закона 
распределения [3–5] ошибок приращений координат , , ,dx dx dy dy′ ′∆ ∆ ∆ ∆ , вы-
полненный по каждому из пяти вариантов хода, выявил несоответствие распре-
деления коррелированных рядов ошибок нормальному закону.  

 

24 



Геодезия и геоинформатика 

В частности, критерием равенства средних, статистика которого 

( )
/э
M

t
n

∆ − ∆
=

σ
,                                                    (8) 

установлено существенное отклонение оценки математического ожидания слу-
чайных ошибок приращений координат от нуля, что противоречит теоретиче-
ским предпосылкам  некоррелированности координат (табл. 2). 

 
Таблица 2 

Закон распределения 

№ 1 2 4 5 

Критерии dy∆  dy′∆  dy∆  dy′∆  dx∆  dx′∆  dx∆  dx′∆  

∆  (см) -0,80 0,68 -2,82 2,07 -0,98 0,72 -0,53 -1,27 
σ  (см) 0,70 0,43 1,48 1,50 0,47 0,30 1,40 1,46 
tэ 5,1 7,1 8,5 6,2 9,3 10,8 1,67 3,89 
Р(t > tэ) 6 · 10-5 9 · 10-7 7 · 10-8 6 · 10-6 2 · 10-6 2 · 10-9 0,08 9 · 10-4 
Три свойства ± – – – – – + ± 

 
Знак «–» в табл. 2 означает, что свойства случайных ошибок не выполня-

ются. 
В формулах (5), в зависимости от значения дирекционного угла, преобла-

дают слагаемые cos , sins s α∆ α ∆  или ( sin / ) , ( cos / )s sα α− ⋅ α ρ ⋅∆ ⋅ α ρ ⋅ ∆ . Закон 
распределения первого слагаемого соответствует закону  случайных, нормаль-
но распределенных ошибок s∆  с математическим ожиданием ( ) 0sM ∆ =  и оцен-
кой математического ожидания, несущественно отличающейся от нуля. Ошиб-
ки дирекционных углов второго слагаемого являются функциями накопленных 
аргументов – случайных ошибок угловых измерений (6). Подобные функции 
могут на значительном протяжении сохранять один и тот же знак  и вследствие 
этого, по своим статистическим свойствам не совпадать со свойствами случай-
ных, нормально распределенных ошибок измерений. 

Представим эту ситуацию в табл. 3 примерами из варианта 1. 
Закон распределения преобладающего слагаемого в формулах ошибок 

приращений координат определил закон распределения суммы слагаемых.  
В формулах dx∆  преобладает первое слагаемое. Ошибки dx∆  распределены 
нормально, как и случайные ошибки s∆ , оценка математического ожидания 

dx∆  пренебрегаемо мало отличается от нуля, между результатами повторных 
определений координат корреляционной связи не установлено. 
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Таблица 3 
Слагаемые формул ошибок приращений координат 

α α′′∆  
dx∆  (см) dy∆  (см) 

coss∆ α  ( / )dy α′′− ρ ∆  sins∆ α  ( / )dx α′′ρ ∆  
 170 ◦ 0,93 -0,256 -0,023 0,045 -0,133 
195 1,05 4,878 0,040 1,308 -0,146 
170 4,02 0,699 -0,102 -0,123 -0,576 
175 6,06 0,936 -0,077 -0,082 -0,878 
190 8,85 1,093 0,224 0,193 -1,268 

…… ……. …….. …… ….. ……. 
 
В формулах dy∆ преобладает, в основном, второе слагаемое. Закон распре-

деления ошибок dy∆ , как и α∆ ,  не является нормальным, среднее арифметиче-
ское  dy∆  существенно отличается от нуля, что и привело к значительному уве-
личению оценки коэффициента корреляции  ,y yr ′ . 

Появление в полигонометрическом ходе невязок, близких к предельным 
значениям, свидетельствует о накоплении ошибок одного знака и возможном 
искажении случайных свойств  в рядах истинных ошибок дирекционных углов 
и координат. 

Очевидно, исследование устойчивости пунктов геодезической основы 
требует комплексного подхода и не может быть ограничено единственно 
расчетом допустимого значения разности повторных определений координат 
[2, 6–10]. 
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