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Îáñóæäàåòñÿ ñîîòíîøåíèå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ êëàññè-

÷åñêîé çàäà÷è î ðåãóëÿðíûõ äâóìåðíûõ âîëíàõ â ïëåíêàõ òÿæåëîé âÿçêîé æèäêîñòè íà

âåðòèêàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ïðîâîäèòñÿ

ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ ðàñ÷åòà íåëèíåéíûõ âîëí, �îðìèðóþùèõñÿ â ïëåíêå ïðè

ïðîñòðàíñòâåííîì è âðåìåííîì ðàçâèòèè âîçìóùåíèé îñíîâíîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëåíêà, êàïèëëÿðíîñòü, íåóñòîé÷èâîñòü, íåëèíåéíûå âîëíû, ãëî-

áàëüíûé àòòðàêòîð.

A relation between the theoreti
al and experimental data for the 
lassi
al problem of

regular two-dimensional waves in heavy vis
ous liquid �lms on a verti
al surfa
e is dis
ussed.

Based on the similarity transformation, a 
omparative analysis of the methods for 
al
ulating

the nonlinear waves formed in a �lm during the spatial and time development of disturban
es

in the main stationary �ow is performed.

Key words: �lm, ñapillarity, instability, nonlinear waves, global attra
tor.

Òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè â òîíêèõ ñëîÿõ (ïëåíêàõ) èìååò âîëíîâîé õàðàêòåð. Íà÷àëîì òåîðå-

òè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ äàííîãî ÿâëåíèÿ ïîñëóæèëè ðàáîòû [1, 2℄. Ýòè èññëåäî-

âàíèÿ ñòèìóëèðîâàëè ðàçðàáîòêó ìåòîäîâ êîððåêòíîãî óïðîùåíèÿ çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíå-

íèé Íàâüå�Ñòîêñà è ñâåäåíèÿ åå ê ðåøåíèþ íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé [3℄.

Â ìîíîãðà�èÿõ [4�6℄ èçëîæåí ìåòîä Êàïèöû�Øêàäîâà è ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé

ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïðåäñòàâëåííûå ñðàâíåíèÿ ñ èìåþùèìèñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íà-

áëþäåíèÿìè ïîäòâåðäèëè ïðàâèëüíîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è. Ñèñòåìà

ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ðàáîòû [3℄ áûëà ïðèíÿòà çà îñíîâó íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ.
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Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ïëåíêè ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ ëîêàëüíîé

òîëùèíû ïëåíêè h è ëîêàëüíîãî ðàñõîäà ïîòîêà q, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè t è ïðîñòðàíñòâåííîé êîîð-
äèíàòû x, íàïðàâëåííîé âäîëü òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Â áåçðàçìåðíîì âèäå ñèñòåìà èìååò îäèí âíåøíèé

óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð δ. Äàííàÿ ñèñòåìà õîðîøî îïèñûâàåò òå÷åíèÿ ïëåíêè âÿçêîé æèäêîñòè ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Êàïèöû γ ≫ 1:
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ν
� ñðåäíåðàñõîäíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà; γ =

σ

ρ(ν4g)1/3
, H0 è U0 �

ñðåäíÿÿ òîëùèíà è ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü â áåçâîëíîâîì òå÷åíèè ïëåíêè; ν � êîý��èöèåíò êèíåìà-

òè÷åñêîé âÿçêîñòè; σ � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ; ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè; g �

óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé âàðèàíò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé �

ýòî çàäà÷à Êîøè ñ óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó [3℄. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à

ðåøàåòñÿ íà îãðàíè÷åííîì îòðåçêå x ∈ [x0, x0 + 2π/α]. Îäíàêî ïåðèîäè÷íîñòü ðåøåíèÿ æåñòêî

çàäàåò óñëîâèå äëÿ ñðåäíåé òîëùèíû ïëåíêè h0 = 1. Ñðåäíèé ðàñõîä q0(t) âû÷èñëÿåòñÿ â ïðîöåññå

ðåøåíèÿ, à îí íå ðàâåí êîíñòàíòå.

Â äàííîì ñëó÷àå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûå íåëèíåéíûå âîëíû � ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèé (1), (2), �ëîêàëüíûå òîëùèíà h(t, x) è ðàñõîä q(t, x) êîòîðûõ çàâèñÿò îò âåëè÷èíû ξ = αx−ωt =
α(x−crt). Çäåñü ïî îïðåäåëåíèþ α � âîëíîâîå ÷èñëî; ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé; cr � �àçîâàÿ ñêîðîñòü

âîëíû.

Äðóãàÿ âîçìîæíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè x > 0
(0 6 x 6 L, ãäå L äîñòàòî÷íî âåëèêî). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå òîë-

ùèíû h(x) è ðàñõîäà q(x). Äàëåå ïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

ïî âðåìåíè t. Äàííàÿ ïîñòàíîâêà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðåøåíèå ñèñòåìû ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé,

äëÿ êîòîðûõ ñðåäíèé ðàñõîä q0 ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé íà âñåì èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ

0 6 x 6 L. Òàêîé ïîäõîä ñâÿçàí ñî çíà÷èòåëüíûìè çàòðàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, íî îí

áîëåå ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíûì óñëîâèÿì, êîãäà â ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêå æèäêîñòü ïîäàåòñÿ

íà ñòåíêó ñ ïîñòîÿííûì ðàñõîäîì, à òîëùèíà ïëåíêè è ñêîðîñòü èçìåíÿþòñÿ âíèç ïî òå÷åíèþ. Ïðè

ýòîì h0 = h0(x).
�åæèì ïîäà÷è æèäêîñòè íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå òå÷åíèÿ æèäêîñòè ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêèì


 çàäàííîé àìïëèòóäîé. Ïðè ïðåâûøåíèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû �îðìèðî-

âàíèå âîëí íà ïîâåðõíîñòè ïëåíêè ñâÿçàíî óæå ñ âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ,

êîãäà âîëíû �îðìèðóþòñÿ âñëåäñòâèå êîíêóðèðóþùåãî ðàçâèòèÿ ìîä ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé-

÷èâîñòè.

Ìíîæåñòâîì ïðåäåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ïðîñòðàíñòâó ðåøåíèé ñèñòåìû ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûé

àòòðàêòîð. Ïðåäåëüíûå ðåøåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì îïòèìàëüíîñòè: ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè

âîëíîâîãî ÷èñëà α �àçîâàÿ ñêîðîñòü cr è ñðåäíèé ðàñõîä q0 ïðèíèìàþò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ïðîåêöèè ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà íà ïëîñêîñòü çíà÷åíèé âíåøíèõ è âíóòðåííèõ óïðàâëÿþ-

ùèõ ïàðàìåòðîâ (cr, α), (q0, α) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå êðèâûå, îòäåëüíûå ÷àñòè

êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ñåìåéñòâàì ðåãóëÿðíûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè âàðüèðîâàíèè

âîëíîâîãî ÷èñëà α. Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èí çíà÷åíèé âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ δ, γ
ìåíÿþòñÿ êîëè÷åñòâî è ðàçìåðû îáëàñòåé ñåìåéñòâ ðåãóëÿðíûõ âîëí, à òàêæå ðàçäåëÿþùèõ èõ èí-

òåðâàëîâ, â êîòîðûõ ðåøåíèÿ â âèäå ðåãóëÿðíûõ âîëí íå ñóùåñòâóþò [7℄.

Â òî æå âðåìÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîñòðàíñòâåííîé êðàåâîé

çàäà÷è ñâèäåòåëüñòâóþò î �îðìèðîâàíèè íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà óñòàíî-

âèâøèõñÿ ðåãóëÿðíûõ âîëíîâûõ îáðàçîâàíèé.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ðåøåíèÿìè ïðîñòðàíñòâåííîé

êðàåâîé çàäà÷è è îòâå÷àþùèìè èì îáëàñòÿìè ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà.

Ñèñòåìà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ âîëíîâîå òå÷åíèå æèäêèõ ïëåíîê [3, 8℄, èç-

íà÷àëüíî äîïóñêàåò âàðèàöèè âî âðåìåíè èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ, áóäü òî ñðåäíèå

òîëùèíà èëè ðàñõîä. Äëÿ ýòèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, êî-

òîðîå ñîõðàíÿåò âèä è ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû. Èñïîëüçîâàíèå èíâàðèàíòíûõ
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ñâîéñòâ óðàâíåíèé äàåò âîçìîæíîñòü ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû òå÷åíèé ïëåíêè êàê äëÿ ðåæèìîâ ïîñòî-

ÿííîé òîëùèíû, òàê è äëÿ ðåæèìîâ ïîñòîÿííîãî ðàñõîäà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óñòàíîâèòü ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó õàðàêòåðèñòèêàìè ðåãóëÿðíîé âîëíû, íàáëþäàåìîé â ýêñïåðèìåíòå, õàðàêòåðèñòè-

êàìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ òå÷åíèÿ äëÿ âñåé ÷èñëîâîé îñè, è ïåðèîäè÷åñêèìè ïî

ïðîñòðàíñòâó ïðåäåëüíûìè ðåøåíèÿìè ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (2) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä, çàïèøåì ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

t̄ = ktt, x̄ = kxx, h̄ = khh, q̄ = kqq, δ̄ = kδδ, ᾱ = α/kx,

ãäå kt, kx, kh, kq , kδ � íåêîòîðûå êîý��èöèåíòû. Òîãäà

∂

∂t̄
=

1

kt

∂

∂t
,

∂

∂x̄
=

1

kx

∂

∂x
.

Èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷èì

kh
kt

=
kq
kx
. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî âûâåñòè èç ëåâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (2):

kq
kt

=
k2q
kxkh

. Èç óñëîâèÿ h ∼ q/h2 ñëåäóåò, ÷òî kq = k3h. Èç óñëîâèÿ
∂3h

∂x3
∼ 1 èìååì

kh = k3x. Ñðàâíèâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2), ïîëó÷èì

k2q
kxkh

=
kh
kδ
, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

kδ =
kxk

2
h

k2q
.

Ïîëîæèì kx = θ, â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

t̄ = θ−5t, x̄ = θx, h̄ = θ3h, q̄ = θ9q, δ̄ = θ−11δ, ᾱ = θ−1α. (3)

Âåëè÷èíû α, δ ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè (δ � âíåøíèé óïðàâëÿþ-

ùèé ïàðàìåòð, α � âíóòðåííèé óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð), �óíêöèè h, q � èñêîìûå. Ïîýòîìó ïðè

ïàðàìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ âåëè÷èíû h è q ñëåäóåò ïåðåñ÷èòûâàòü ïî �îðìóëàì

h̄ = θ3h, q̄ = θ9q. (4)

Èñïîëüçîâàíèå äàííûõ ñîîòíîøåíèé ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû âîëíîâûõ òå÷åíèé ïëåíêè

äëÿ ðåæèìîâ ïîñòîÿííîãî ñðåäíåãî ðàñõîäà q0 = 1.
Â ñëó÷àå ïëåíêè ñèëüíîâÿçêîé æèäêîñòè [9℄ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ýâîëþöèîííûõ óðàâíå-

íèé (1), (2) ñîäåðæèò óæå äâà âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðà δ è κ. Ïàðàìåòð κ â ñèñòåìå ýâî-

ëþöèîííûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äëÿ ñèëüíîâÿçêèõ æèäêîñòåé, êîãäà ÷èñëî Êàïèöû γ
ÿâëÿåòñÿ óìåðåííûì èëè ìàëûì:

∂q

∂t
+

6

5

∂

∂x

(
q2

h

)
=

1

5δ

(
h
∂3h

∂x3
− q

h2
+ h

)
+
κ2

5δ
χ. (5)

Çäåñü

χ =
5

3

∂2q

∂x2
− 9

4

q

h

∂2h

∂x2
− 3

2

∂q

∂x

∂h

∂x

1

h
+

3

2

q

h2

(
∂h

∂x

)2

, κ =
(3Re)2/3

γ1/3
.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî è ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âûøåïðèâåäåííûõ

ïðåîáðàçîâàíèé (3). Äëÿ ïàðàìåòðà κ äîïîëíèòåëüíî èìååì

κ̄ = θ−2κ. (6)

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì ñèñòåìó ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé (1), (2) äëÿ ïëåíêè æèäêîñòè, âçà-

èìîäåéñòâóþùåé ñ ïîòîêîì ãàçà [10℄. Â äàííîì ñëó÷àå ÷èñëî âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ

óâåëè÷åíî äî òðåõ: δ, κ, r. Ïàðàìåòð r õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü âçàèìîäåéñòâèÿ ïëåíêè æèäêîñòè è

ïîòîêà ãàçà:

∂q

∂t
+

∂

∂x

(
6

5

q2

h
+Φ

)
=

1

5δ

(
∂3 h

∂x3
h− q

h2
+ h+Ψ

)
, (7)

ãäå

Φ =
1

120
(rTg)

2 h3 +
1

20
rTgqh, Ψ =

1

2
rTg −

rκ

3

∂Pg

∂x
h, r =

3τ0
ρgH0

,
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Pg, Tg è τ0 � �óíêöèÿ äàâëåíèÿ, �óíêöèÿ êàñàòåëüíîãî òðåíèÿ è ñðåäíåå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå

íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêîñòè è ãàçà [10℄.

Ïóñòü

κ̄ = kκκ, r̄ = krr, T̄g = kτTg, P̄g = kpPg.

Èç óñëîâèÿ κhα ∼ 1 (κh/λ ∼ 1) ñëåäóåò, ÷òî kτ = kp, kκ = kx/kh = θ−2
. Òàê êàê rTg ∼ h, òî krkτ = θ3.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü kτ = kp = 1, òîãäà áóäåì èìåòü kr = θ3.
Â ðåçóëüòàòå â äîïîëíåíèå ê (3) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ

ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïëåíêè æèäêîñòè, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ïîòîêîì ãàçà, ñîõðàíÿåò ñâîé âèä:

κ̄ = θ−2κ, r̄ = θ3r, T̄g = Tg, P̄g = Pg. (8)

Âåëè÷èíû α, δ, κ, r ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè, à h, q, Tg, Pg � èñêîìûìè �óíêöèÿìè.

Ïîýòîìó, òàê êàê kτ = kp = 1, ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ âåëè÷èíû h è q äîñòàòî÷íî ïåðåñ÷èòûâàòü
ïî ïðèâåäåííûì âûøå �îðìóëàì (4).

Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé (1), (2) è ñîîòíîøåíèé (3)

ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû òå÷åíèé ïëåíêè êàê äëÿ ðåæèìîâ ïîñòîÿííîé òîëùèíû h0 = 1, òàê è

äëÿ ðåæèìîâ ïîñòîÿííîãî ðàñõîäà q0 = 1.
Äëÿ ñâîáîäíîé ïëåíêè, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ñ îäíèì âíåøíèì óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì,

ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (3) ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èíòåãðèðîâàíèåì ñèñòåìû (1),

(2) ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè îáîáùåííîãî ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ δq (ñîîòâåòñòâóþùåãî ñðåäíåðàñõîäíîìó
÷èñëó �åéíîëüäñà Req = q0/ν). �åøåíèå ïðè ïîñòîÿííîì ðàñõîäå íàõîäèòñÿ ïóòåì ìàñøòàáèðîâàíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ ïðè ïîñòîÿííîé òîëùèíå.

Â ñëó÷àå ïëåíêè ñèëüíîâÿçêîé æèäêîñòè èëè âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ïîòîêîì ãàçà ñîîòíîøå-

íèÿ (6), (8) äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèé h0(x) è q0 = 1 âíóòðè ïðîöåäóðû

èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé (5), (7).

Ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà ñðàâíèì äàííûå ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîçáóæäåíèþ âîëí íà

ïîâåðõíîñòè ïëåíêè æèäêîñòè çàäàííîé ÷àñòîòîé, ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé êðàåâîé çàäà÷è è ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíûõ âîëíîâûõ ðåæèìîâ, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå àíàëèçà

ñâîéñòâ ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà.

Ïðè ðàñ÷åòå ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ δq, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñðåä-
íåðàñõîäíîìó ÷èñëó �åéíîëüäñà Req äàííûõ ýêñïåðèìåíòà èëè ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðàåâîé

çàäà÷è. Íà ðèñ. 1�3 ðàñ÷åòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïðåäñòàâëåíû â âèäå ëèíèé, äàííûå

äðóãèõ àâòîðîâ � â âèäå îòäåëüíûõ òî÷åê. Äëÿ âåëè÷èí Req è δq â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü

îáîçíà÷åíèÿ Re è δ ñîîòâåòñòâåííî.

�èñ. 1. �ëîáàëüíûé àòòðàêòîð ïðè δ = 0,216, γ = 2850: à � ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü (cr, hmax); á � ïðîåêöèè

íà ïëîñêîñòè (hmax, ω/ω0), (hmin, ω/ω0); A � ïåðâîå ñåìåéñòâî; B � âòîðîå ñåìåéñòâî; C � ïðîìåæóòî÷íûå

ñåìåéñòâà; 1 � äàííûå ïðîñòðàíñòâåííî-êðàåâîé çàäà÷è [11℄ ïðè ω/ω0 = 0,1; 2 � 0,2

Íà ðèñ. 1 ïðè δ = 0,216 è γ = 2850 ïîêàçàíû ïðîåêöèè ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà â ïëîñêîñòÿõ

(cr, hmax), (hmax, ω/ω0) è (hmin, ω/ω0). Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ âîëí ìîæíî ðàçäåëèòü íà ìåäëåííûå

âîëíû ïåðâîãî ñåìåéñòâà (A), áûñòðûå âîëíû âòîðîãî ñåìåéñòâà (B) è âîëíû ïðîìåæóòî÷íûõ ñå-

ìåéñòâ (C ). Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñâîéñòâ ðåãóëÿðíûõ âîëí ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ äàíî â îáçîðå [8℄.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåøåíèåì ïðîñòðàíñòâåííî-êðàåâîé çàäà÷è [11℄. Îñîáåí-

íîñòü äàííûõ [11℄ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷àñòîòà âîçáóæäåíèÿ âîëí íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå äâèæåíèÿ
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ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìàëîé (ω/ω0 = 0,1; 0,2), à âåëè÷èíà àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé �

âûñîêîé. Â äàííîì ñëó÷àå èìåííî ýòà ÷àñòîòà âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå âíóòðåííåãî óïðàâëÿþùåãî

ïàðàìåòðà ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà äëÿ îïèñàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ðåãóëÿðíîé âîëíû. �àñ÷åòû ïîêà-

çûâàþò, ÷òî â îáëàñòè ïðîìåæóòî÷íûõ ñåìåéñòâ ω/ω0 ≈ 0,3 íàáëþäàåòñÿ íååäèíñòâåííîñòü õàðàêòå-
ðèñòèê ïëåíêè æèäêîñòè, â ÷àñòíîñòè çíà÷åíèé �àçîâîé ñêîðîñòè cr è �îðìû âîëíû ïðè çàäàííîé

�èêñèðîâàííîé ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ ω.

�èñ. 2. �ëîáàëüíûé àòòðàêòîð ïðè δ = 0,169, Re = 16,1, γ = 3370 (à) è δ = 0,693, Re = 51,1, γ = 3370 (á, â):
1 � äàííûå [12℄ ïðè ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ f = 14,0 �ö; 2 � 22,5; 3 � 28,0; 4 � 40,0; 5 � 40,0 (îïòèìàëüíûé

ðåæèì); 6 � íàñòîÿùèé ðàñ÷åò, ñîîòâåòñòâóþùèé íåðåãóëÿðíîìó ðåæèìó [12℄ ïðè f = 47,7 �ö

Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåãî âîë-

íîâîãî ÷èñëà âñëåäñòâèå îáðàòíîé áè�óðêàöèè [7℄ ïðîèñõîäèò ðàñïàä âîëíû ñ îáðàçîâàíèåì âîëí

ìåíüøåé äëèíû è ñ êðàòíûì óâåëè÷åíèåì âîëíîâîãî ÷èñëà.

�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ ïëåíêè æèäêîñòè íà îñíîâå ðåøå-

íèÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [12℄. Âíåøíèå è âíóòðåííèå óïðàâëÿþ-

�èñ. 3. �ëîáàëüíûé àòòðàêòîð äëÿ òîíêîãî

ñëîÿ ñèëüíîâÿçêîé æèäêîñòè ïðè δ = 0,0202,
γ = 5,9: à � ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü (cr, α),
á � ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (hmax, α), (hmin, α);
1 � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [14℄ ïðè Re =

0,5

ùèå ïàðàìåòðû ìåíÿëèñü â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà-

÷åíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî �îðìèðîâàíèå ðåãóëÿðíûõ

âîëí ñâÿçàíî ñ ÷àñòîòîé âîçáóæäåíèÿ ïîòîêà. Äëÿ

íåêîòîðûõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà

ðàñ÷åòíîì èíòåðâàëå íàáëþäàëàñü ïåðåñòðîéêà òå-

÷åíèÿ ñ îáðàçîâàíèåì ðåãóëÿðíîé âîëíû, îïðåäåëÿ-

åìîé ÷àñòîòîé îïòèìàëüíîãî ðåæèìà.

Áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà âîçáóæäåíèé êîëåáàíèé

ω îïðåäåëÿëàñü íà îñíîâå ïðåäñòàâëåííîãî â [13℄ ñî-

îòíîøåíèÿ

ω =
6πf

(3Reg2/ν)1/3 κ
,

ãäå f � �èçè÷åñêàÿ ÷àñòîòà âîçáóæäàåìûõ ïðè x =
0 êîëåáàíèé.

Íà ðèñ. 2, à ëèíèÿìè ïîêàçàí ãëîáàëüíûé àò-

òðàêòîð äëÿ δ = 0,169 (Re = 16,1), γ = 3370 è

òî÷êàìè âûäåëåíû äàííûå ðàáîòû [12℄ äëÿ çíà÷å-

íèé âíóòðåííåãî óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ω, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ÷àñòîòå âîçáóæäàåìûõ êîëåáàíèé.

Èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû ïîçâîëè-

ëî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâèå �îðìû âîëíû è õàðàêòå-

ðèñòèê âîçíèêàþùåãî ðåãóëÿðíîãî âîëíîâîãî òå÷å-

íèÿ äàííûì [12℄. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ äàííûõ, ïî-

ëó÷åííûõ íà îñíîâå [12℄ è íàñòîÿùåé ðàáîòû, ïðåä-
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ñòàâëåíî â òàáë. 1. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå â øèðîêîì äèàïàçîíå

óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Ò à á ë è ö à 1

Ïàðàìåòðû Äàííûå [12℄ �àñ÷åò ïî ìîäåëè [9℄

Re δ f , �ö ω α cr ω α cr

16,1 0,169

14,0

22,5

28,0

40,0

1,004

1,613

2,007

2,867

0,365

0,712

0,996

1,303

2,751

2,265

2,015

2,200

1,004

1,612

2,006

2,869

0,336

0,647

0,915

1,181

2,987

2,492

2,192

2,429

31,0 0,377

65,0

94,0

3,238

4,681

1,631

1,991

1,985

2,351

3,238

4,679

1,486

1,834

2,179

2,551

51,1 0,693

25,0

40,1

100,2

135,0

0,9432

1,5130

3,7805

5,0935

0,494

0,896

2,045

2,331

1,909

1,689

1,849

2,185

0,9432

1,5130

3,7805

5,0937

0,4439

0,8077

1,8153

2,1528

2,124

1,873

2,082

2,366

Íà ðèñ. 4 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû âîçáóæäåíèé (f = 14, 28, 40 �ö) ïðåäñòàâëåíî ñðàâ-
íåíèå �îðìû ñ�îðìèðîâàâøåéñÿ ïî x âîëíû èç [12℄ (à) è íåëèíåéíîé âîëíû ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà,

ðàññ÷èòàííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå (á ).

Äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ïðè âîçáóæäåíèè ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ω∼ω0

ïîñëå �îðìèðîâàíèÿ ðåãóëÿðíîé âîëíû íàáëþäàëèñü ïåðåñòðîéêà òå÷åíèÿ è èçìåíåíèå ÷àñòîòû êî-

ëåáàíèé. Äàííàÿ ïåðåñòðîéêà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî èç-çà áëèçîñòè ÷àñòîòû ê íåéòðàëüíîìó çíà÷åíèþ

íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ìàëûì. Â ðåçóëüòàòå íà �îðìèðîâàíèå

âîëíû íà÷èíàåò âëèÿòü ÷àñòîòà ñ íàèáîëüøåé ñêîðîñòüþ ðîñòà, êîòîðàÿ áëèçêà ê ÷àñòîòå îïòèìàëü-

íîãî ðåæèìà. Ïîä ÷àñòîòîé îïòèìàëüíîãî ðåæèìà çäåñü ïîíèìàåòñÿ íàèáîëüøàÿ ÷àñòîòà âîëíû

ïðîìåæóòî÷íîãî ñåìåéñòâà, èìåþùåãî ìàêñèìàëüíóþ �àçîâóþ ñêîðîñòü (ðèñ. 2, òî÷êà 5 ).

�èñ. 4. Ñðàâíåíèå ðåøåíèé ïðîñòðàíñòâåííî-êðàåâîé çàäà÷è [12℄ (à) è

íàñòîÿùèõ ðàñ÷åòîâ (á ). Ôîðìà òîëùèíû ïëåíêè h(x) äëÿ Re = 16,1;
δ = 0,169; γ = 3370 ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ:

1 � f = 14 �ö; 2 � 28; 3 � 40; 4 � 40 (îïòèìàëüíûé ðåæèì)

Â [12℄ ïåðåñòðîéêà �îð-

ìû âîëíû íàáëþäàëàñü äëÿ

÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ f =
40 �ö (ðèñ. 4, à, îáëàñòü 4 ).
Ýòè äàííûå õîðîøî ñîãëà-

ñóþòñÿ ñ îïòèìàëüíûì ðå-

æèìîì âîëí ãëîáàëüíîãî àò-

òðàêòîðà (îáëàñòü 4 íà

ðèñ. 4, á ) íàñòîÿùåãî ðàñ-

÷åòà.

Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíî

ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ äàí-

íûõ [12℄ è ðåçóëüòàòîâ ðàñ-

÷åòîâ îïòèìàëüíûõ ðåæè-

ìîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû. Òî÷-

íîñòü îïðåäåëåíèÿ âîëíîâî-

ãî ÷èñëà α îïòèìàëüíîãî ðå-
æèìà â ñðàâíåíèè ñ ðàáîòîé [12℄ äëÿ Re = 16,1 è Re = 31,0 ñîñòàâëÿåò 0,5 è 1,5%, ÷òî ÿâëÿåòñÿ

õîðîøèì ïîäòâåðæäåíèåì ïðàâèëüíîñòè ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé.

Ò à á ë è ö à 2

Ïàðàìåòðû Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå Îïòèìàëüíûé ðåæèì Äàííûå [12℄

Re δ ω α cr ω α cr α

16,1 0,169 1,620 0,657 2,466 1,751 0,683 2,563 0,680

31,0 0,377 1,400 0,650 2,155 1,778 0,800 2,223 0,813

Â ðàáîòå [12℄ ïðåäëîæåí ïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ Re = 51,1, δ = 0,693, γ = 3370, êîãäà ïðè ÷àñòîòå

âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ðàñõîäà íà íà÷àëüíîì ýòàïå f = 47,7 �ö òå÷åíèå ïëåíêè æèäêîñòè âûõî-

äèò íà íåðåãóëÿðíûé êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì. Íà ðèñ. 2, á, â ïðåäñòàâëåí ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Íåïîñðåäñòâåííûå ÷èñëåííûå

ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äàííûé ðåæèì èìååò ìåñòî â îáëàñòè ðàçðûâà êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé êðèâîé,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà íà ïëîñêîñòü çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-

ðîâ (ðèñ. 2, îáëàñòü 6 ). Äàííàÿ îáëàñòü, øèðèíà êîòîðîé óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì òîëùèíû ïëåíêè,
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ðàçäåëÿåò ïåðâîå è ïðîìåæóòî÷íûå ñåìåéñòâà âîëí. Ïðåäåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ýâîëþöèîííûõ

óðàâíåíèé â ýòîé îáëàñòè íå ñóùåñòâóþò.

�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ òîíêîé ïëåíêè ñèëüíîâÿçêîé æèäêîñòè ïðè δ = 0,0202, γ = 5,9 ïîêà-
çàíû íà ðèñ. 3. Â ðàáîòå [14℄ ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ òå÷åíèÿ ïëåíêè æèäêîñòè

ïðè Re = 0,5. Â ïëîñêîñòè (cr, α), (hmax, α) ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû íàñòîÿùåé ðàáîòû äëÿ òîíêîãî

ñëîÿ ñèëüíîâÿçêîé æèäêîñòè (δ = 0,0202, γ = 5,9) è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

äàííûìè [14℄ ïðè Re = 0,5. Äàííûå ðàñ÷åòîâ âáëèçè íåéòðàëüíîé êðèâîé ïîêàçûâàþò õîðîøåå ñîîò-
âåòñòâèå çíà÷åíèé ìàêñèìàëüíîé hmax è ìèíèìàëüíîé hmin òîëùèí ïëåíêè ïðè çàäàííîì âîëíîâîì

÷èñëå α.
Ïðèìåíåííûé â äàííîé ñòàòüå ìåòîä ïåðåñ÷åòà ïàðàìåòðîâ âîëíîâûõ ðåæèìîâ ðàçâèâàåò ïåð-

âîíà÷àëüíóþ èäåþ [3℄ î ïðàâèëüíîì ìàñøòàáèðîâàíèè �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïðè âûâîäå

óðàâíåíèé (1), (2). �ÿä ïðèëîæåíèé ýòîãî ìåòîäà (Shkadov S
aling) ê òå÷åíèÿì ïëåíîê ïðè ìàëûõ

÷èñëàõ Êàïèöû γ ñîäåðæèòñÿ â íåäàâíî îïóáëèêîâàííîé ñòàòüå [15℄.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (� 18�01�00762, 18�51�00006).
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