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УСТОЙЧИВОСТЬ АВТОРЕЗОНАНСА
В ДИССИПАТИВНЫХ СИСТЕМАХ

О.А. СУЛТАНОВ

Аннотация. Рассматривается математическая модель, которая описывает начальный
этап захвата в авторезонанс в нелинейных колебательных системах с диссипацией.
Резонансу соответствуют решения с неограниченно растущей амплитудой. Для таких
решений строится асимптотика на бесконечности по времени в виде степенных рядов
с постоянными коэффициентами. Устойчивость авторезонанса относительно постоян-
но действующих возмущений исследуется вторым методом Ляпунова. Описываются
классы возмущений, при которых имеет место захват в авторезонанс.
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Введение

Постановка задачи. Рассматривается математическая модель, описывающая началь-
ный этап захвата в авторезонанс [1, 2] в нелинейных осциллирующих системах с малой
накачкой [3] и диссипацией:

𝑑𝑟

𝑑𝜏
= 𝑓(𝜏) sin𝜓 − 𝛽𝑟, 𝑟

[︁𝑑𝜓
𝑑𝜏

− 𝑟2 + 𝜆𝜏
]︁

= 𝑔(𝜏) cos𝜓,

𝜏 > 0, 𝜆, 𝛽 = const > 0.

(1)

Искомые функции 𝑟(𝜏) и 𝜓(𝜏) соответствуют медленно меняющимся амплитуде и сдвигу
фазы быстрых гармонических колебаний. С авторезонансом связывают решения с неогра-
ниченно растущей амплитудой 𝑟(𝜏) ≈

√
𝜆𝜏 . Переменные коэффициенты 𝑓(𝜏) = 𝑓0 + 𝑓1𝜏 ,

𝑔(𝜏) = 𝑔0 + 𝑔1𝜏 (𝑓1, 𝑔1 ̸= 0) отвечают за амплитуду накачки. В силу инвариантности си-
стемы относительно замены: 𝜓 ⇒ 𝜓 + 𝜋, 𝑓, 𝑔 ⇒ −𝑓,−𝑔 без ограничения общности можно
считать 𝑓1 < 0. Параметр 𝛽 соответствует коэффициенту диссипации или трения.

Система (1) появляется в результате усреднения по малому параметру [4] нелинейных
неизохронных колебаний с накачкой малой амплитуды. В качестве примера рассмотрим
уравнение Дюффинга с трением

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
+ 𝑥− 𝛾𝑥3 = −𝛿𝑑𝑥

𝑑𝑠
+ 𝜀𝐴(𝑠; 𝜀) cos𝜑(𝑠;𝛼) (2)

𝐴(𝑠; 𝜀) = 𝐴0 + 𝐴1(𝜀)𝑠, 𝜑(𝑠;𝛼) = 𝑠− 𝛼𝑠2, 0 < 𝛼, 𝛿, 𝜀≪ 1, 𝛾 > 0.

Асимптотический анзатц

𝑥(𝑠; 𝜀) = 𝜀1/3𝜅 · 𝑟(𝜏) cos[𝜑(𝑠;𝛼) + 𝜓(𝜏)] + 𝒪(𝜀2/3), 𝜀→ 0, 𝜏 = 𝜀2/3𝑠
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для решений уравнения (2) приводит к системе (1) с коэффициентами: 𝜆 = 2𝛼𝜀−4/3,
𝛽 = 𝛿𝜀−2/3/2, 𝑓1 = 𝑔1 = −𝜀−2/3𝐴1/2𝜅, 𝑓0 = 𝑔0 = −𝐴0/2𝜅, 𝜅 = 2

√︀
2/3𝛾. Заметим, что в

данной работе при исследовании устойчивости решений системы (1) малость коэффици-
ентов уравнений не используется.

Поясним специфику рассматриваемой задачи, в частности, выбор специальной накачки
в (2). Заметим, что траектории невозмущенного уравнения 𝑥̈ + 𝑥 − 𝛾𝑥3 = 0 с начальной
энергией 0 < 𝐸 < 1/(4𝛾) описывают неизохронные колебания1. Значительный рост энер-
гии таких колебаний под действием малой (0 < 𝜀≪ 1) осциллирующей силы, при условии
|𝑥(𝑠0)|+ |𝑥̇(𝑠0)| ≪ 1, обычно связывают с явлением авторезонанса. В силу неизохронности
системы накачка с постоянной частотой (𝛼 = 0) не приводит к значительному росту ампли-
туды колебаний [5], c. 76. Очевидно, что требуется некоторая подстройка внешней силы к
меняющейся собственной частоте. Оказывается, что такую подстройку обеспечивает мед-
ленное изменение частоты накачки. В частности, если 0 < 𝛼 ≪ 1, 𝛿 = 0 и 𝐴1(𝜀) = 0, то у
решений уравнения (2) можно наблюдать значительный рост энергии (рис. 1). В этом слу-
чае говорят, что имеет место захват колебательной системы в авторезонанс. Отметим, что
явление авторезонанса или автофазировки имеет большое число приложений [6, 7, 8, 9].

Рис. 1. Эволюция энергии уравнения (2) с переменной частотой накачки без учета диссипации: 𝛾 = 1/6,
𝛿 = 0, 𝜀 = 10−3, 𝐴0 = 1, 𝐴1 = 0, 𝛼 = 10−5. Два графика соответствуют решениям разного типа: захвачен-
ное в резонанс и нерезонансное

При учете диссипации (0 < 𝛿 ≪ 1) медленно меняющаяся сила с 𝐴(𝑠; 𝜀) ≡ 𝐴0 приводит к
росту колебаний лишь на относительно коротком промежутке времени, после чего колеба-
ния затухают [10], рис. 2, a. Достаточно продолжительный рост энергии колебаний может
быть получен за счет медленного изменения амплитуды накачки 𝐴(𝑠; 𝜀) = −2𝜅(1 + 𝜀2/3𝑠),
см. рис. 2, b.

(a) (b)

Рис. 2. Эволюция амплитуды 𝑟(𝜏) при 𝜆 = 1, 𝛽 = 0.1, (a): 𝑓(𝜏) ≡ 𝑔(𝜏) ≡ 1; (b): 𝑓(𝜏) ≡ 𝑔(𝜏) ≡ −(1 + 𝜏)

Такой способ накачки для захвата в авторезонанс нелинейных колебательный систем с
диссипацией был предложен в [3], где проводился асимптотический анализ системы (1) и
получены условия существования двухпараметрического семейства решений с растущей
амплитудой.

Авторезонансное решение. Для рассматриваемых уравнений (1) решение в явном
виде не выписывается. Однако, можно построить формальное асимптотическое решение
на бесконечности по 𝜏 в виде степенных рядов с постоянными коэффициентами:

𝑅0(𝜏) =
√
𝜆𝜏 +

∞∑︁
𝑘=0

𝑟𝑘𝜏
−𝑘/2, Ψ0(𝜏) =

∞∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘𝜏
−𝑘/2, 𝜏 → ∞. (3)

Коэффициенты 𝑟𝑘, 𝜓𝑘 определяются из рекуррентных формул после подстановки рядов
в соответствующие уравнения. На этом пути определяются два решения, отличия в кото-
рых связаны с выбором одного из корней уравнения: sin𝜓0 = 0. Существование частных
решений при 𝜏 ≥ 𝜏0, 𝜏0 = const > 0 с построенной асимптотикой следует из [11]. Из [12]
следует, что эти решения можно продолжить на всю полуось 𝜏 ≥ 0. Устойчивость этих

1то есть колебания, в которых собственная частота зависит от амплитуды
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решений обсуждается ниже.

Возмущенные уравнения главного резонанса. Цель работы — исследовать влия-
ние постоянно действующих возмущений на захват в авторезонанс. Для этого рассматри-
ваются возмущенные уравнения в виде:

𝑑𝑟

𝑑𝜏
= (𝑓(𝜏) + 𝜇𝜉) sin𝜓 − 𝛽𝑟, 𝑟

[︁𝑑𝜓
𝑑𝜏

− 𝑟2 + 𝜆𝜏 + 𝜇𝜙
]︁

= (𝑔(𝜏) + 𝜇𝜂) cos𝜓. (4)

Здесь функции 𝜉(𝑟, 𝜓, 𝜏), 𝜂(𝑟, 𝜓, 𝜏), 𝜙(𝑟, 𝜓, 𝜏) играют роль возмущений, 𝜇 ∈ R, |𝜇| ≪ 1 –
малый параметр, с помощью которого контролируется величина возмущения [13].

Примером исходной задачи, усреднение которой приводит к системе (4), является урав-
нение Дюффинга с возмущенной амплитудой и фазой накачки:

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
+ 𝑥− 𝛾𝑥3 = −𝛿𝑑𝑥

𝑑𝑠
+ 𝜀(𝐴+ 𝜇ℎ) cos(𝜑+ 𝜇𝜃). (5)
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Возмущение здесь моделируется функциями ℎ(𝑥, 𝑥̇, 𝑠; 𝜀) и 𝜃(𝑥, 𝑥̇, 𝑠; 𝜀). В частном случае,
когда возмущение зависит только от времени, связь между функциями 𝜉(𝜏), 𝜂(𝜏), 𝜙(𝜏) и
ℎ(𝑠; 𝜀), 𝜃(𝑠; 𝜀) описывается следующими формулами:

𝜉(𝜏) = 𝑎1ℎ(𝑠; 𝜀), 𝜂(𝜏) = 𝑎2ℎ(𝑠; 𝜀), 𝜙(𝜏) = 𝜃′(𝑠; 𝜀)𝜀−2/3, (6)

где 𝑎1, 𝑎2 — некоторые константы.
На уровне модельной системы (1) проблема устойчивости авторезонанса состоит в иден-

тификации класса возмущений, относительно которых растущее решение (3) будет устой-
чиво. В данной работе мы ограничиваемся классами возмущений, при которых система
(4) имеет глобальное решение с начальными данными из окрестности решений (3). Доста-
точные условия, гарантирующие выполнение этого свойства, хорошо известны (см. [14],
c. 9, [15], c. 20).

Заметим, что модели авторезонанса, не учитывающие диссипацию, многократно иссле-
довались, в том числе и на предмет устойчивости (см. [16, 17, 18]). Однако, в реальных
физических процессах всегда присутствуют диссипативные эффекты [19], которые необ-
ходимо учитывать в математических моделях наряду с возмущениями. В данной работе
предлагается решение проблемы устойчивости авторезонанса в нелинейных колебатель-
ных системах при наличии диссипации.

Работа состоит из трех частей. В первой части обсуждается устойчивость авторезонанс-
ных решений по Ляпунову относительно возмущений начальных данных и конструирует-
ся функция Ляпунова. Во второй части работы исследуется устойчивость авторезонанса
при постоянно действующих возмущениях. Третья часть посвящена устойчивости авто-
резонанса на асимптотически большом промежутке времени. Основные результаты рабо-
ты заключаются в доказательстве устойчивости авторезонанса и в описании допустимых
классов возмущений, при которых имеет место захват в авторезонанс.

1. Устойчивость по Ляпунову

Система (1) имеет пару решений с асимптотикой (3), отличие которых связано с выбором
корня уравнения: sin𝜓0 = 0. Решение с 𝜓0 = 𝜋 оказывается неустойчивым, что следует из
анализа собственных чисел матрицы линеаризованной на решении 𝑅0(𝜏), Ψ0(𝜏) системы.

Для другого решения, определяемого выбором 𝜓0 = 0, собственные числа линеари-
зованной системы являются чисто мнимыми. Следовательно, для анализа устойчивости
необходимо учитывать нелинейные члены. Предлагается исследовать устойчивость этого
решения с помощью второго метода Ляпунова.

Уточним асимптотику (3) рассматриваемого решения при 𝜏 → ∞:

𝑅0(𝜏) =
√
𝜆𝜏 + 𝑟0 + 𝑟1𝜏

−1/2 + 𝒪(𝜏−1), Ψ0(𝜏) = 𝜓1𝜏
−1/2 + 𝒪(𝜏−1), (7)

𝑟0 = − 𝑔1
2𝜆
, 𝑟1 = − 𝑔21

8𝜆5/2
, 𝜓1 =

𝛽𝜆1/2

𝑓1
.

Справедливо утверждение:

Теорема 1. Пусть коэффициенты системы (1) удовлетворяют неравенству
1 + 𝑔1/𝑓1 > 0, тогда решение 𝑅0(𝜏),Ψ0(𝜏) с асимптотикой (7) асимптотически устой-
чиво.

Доказательство. В системе (1) делается замена:

𝑟 = 𝑅0(𝜏) + 𝜈𝑅𝜏 1/4, 𝜓 = Ψ0(𝜏) + Ψ, 𝑡 =
(︁𝜏
𝑧

)︁7/4

, (8)
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𝜈 =
√
−𝑓1/(4𝜆)1/4, 𝑧 = (−7𝜈/4𝑓1)

4/7, и для новых функций 𝑅(𝑡), Ψ(𝑡) исследуется устой-
чивость положения равновесия (0; 0). В новых переменных исходные уравнения (1) при-
нимают следующую форму:

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝜕Ψ𝐻(𝑅,Ψ, 𝑡),

𝑑Ψ

𝑑𝑡
= 𝜕𝑅𝐻(𝑅,Ψ, 𝑡) +𝐺(𝑅,Ψ, 𝑡). (9)

Здесь гамильтониан и негамильтонова компонента имеют вид1:

𝐻 =
𝑅0(𝜏)

2
√
𝜆𝜏
𝑅2 +

(︁
1 +

𝑓0
𝑓1
𝜏−1

)︁
(cos Ψ0 − cos(Ψ + Ψ0) − Ψ sin Ψ0)+

+
𝜈𝑅3

6
√
𝜆
𝜏−1/4 +

(4𝛽 + 𝜏−1)𝑅Ψ

8𝜈
√
𝜆

𝜏−3/4;

(10)

𝐺 =
1

2𝜈
√
𝜆

[︁
𝑔(𝜏)

(︁ cos(Ψ + Ψ0)

𝑅0(𝜏) + 𝜈𝑅𝜏 1/4
− cos Ψ0

𝑅0(𝜏)

)︁
− (4𝛽 + 𝜏−1)

Ψ

4

]︁
𝜏−3/4. (11)

Для систем вида (9) эффективно строится функция Ляпунова [20], конструкция которой
опирается на асимптотику гамильтониана 𝐻(𝑅,Ψ, 𝑡) и добавки 𝐺(𝑅,Ψ, 𝑡) при 𝑡 → ∞ и в
окрестности равновесия при 𝜌 =

√
𝑅2 + Ψ2 → 0.

В гамильтониане можно выделить положительно определенную квадратичную форму
в качестве главного члена асимптотики:

𝐻(𝑅,Ψ, 𝑡) =
𝑅2

2
+

Ψ2

2
+ 𝒪(𝜌3) + 𝒪(𝜌2)𝒪(𝑡−1/7), 𝜌→ 0, 𝑡→ ∞.

Заметим, что приводимые здесь и ниже асимптотические оценки вида 𝒪(𝜌𝑛) или 𝒪(𝑡−𝑚)
(𝑛,𝑚 = const > 0) являются равномерными по (𝑅,Ψ, 𝑡) в некоторой области 𝒟(𝜌0, 𝑡0):

𝒟(𝜌0, 𝑡0) = {(𝑅,Ψ, 𝑡) : 𝜌 < 𝜌0, 𝑡 > 𝑡0}, 𝜌0, 𝑡0 = const > 0.

Частные производные гамильтониана 𝐻(𝑅,Ψ, 𝑡) имеют следующие асимптотики:

𝜕𝑅𝐻 = 𝑅 +
𝜈𝑅2

2
√
𝜆
𝜏−1/4 + 𝒪(𝜌)𝒪(𝜏−1/2), 𝜕Ψ𝐻 = sin Ψ + 𝒪(𝜌)𝒪(𝜏−1/2),

𝜕𝑡𝐻 = 𝒪(𝜌2)𝒪(𝜏−2).

Функция 𝐺(𝑅,Ψ, 𝑡) стремится к нулю при 𝑡→ ∞:

𝐺(𝑅,Ψ, 𝑡) =
𝑔1(cos Ψ − 1)

2𝜈𝜆
𝜏−1/4 − 𝑔1𝑅 cos Ψ

2𝜆3/2
𝜏−1/2 − 𝑏Ψ

2𝜈𝜆1/2
[1 + 𝒪(𝜌)]𝜏−3/4 + 𝒪(𝜏−1).

Коэффициент 𝑏 = 𝛽(1 + 𝑔1/𝑓1) > 0.
Основу конструируемой функции Ляпунова составляет гамильтониан, который возму-

щается добавками, убывающими при 𝑡→ ∞ с разными скоростями.

𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡) = 𝐻(𝑅,Ψ, 𝑡) + 𝑉1(𝑅,Ψ, 𝑡) + 𝑉2(𝑅,Ψ, 𝑡) + 𝑉3(𝑅,Ψ, 𝑡). (12)

𝑉1(𝑅,Ψ, 𝑡) =
𝑔1𝑅

2𝜈𝜆

(︁
cos Ψ − 1 − 𝑅2

3

)︁
𝜏−1/4,

𝑉2(𝑅,Ψ, 𝑡) =
[︁ 𝑔21

4𝜈2𝜆2

(︁sin2 Ψ

2
+ cos Ψ − 1

)︁
+

𝑔1
4𝜆3/2

(︁
sin2 Ψ − 𝑅4

4

)︁]︁
𝜏−1/2,

𝑉3(𝑅,Ψ, 𝑡) = − 𝑏𝑅Ψ

4𝜈𝜆1/2
𝜏−3/4.

1в формулах используется переменная 𝜏 , при этом, 𝜏 = 𝑧𝑡4/7
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Производная от этих функций, вычисленная в силу системы (9), имеет следующий вид:

𝑑𝐻

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(9)

=
𝜕𝐻

𝜕𝑡
+
𝜕𝐻

𝜕Ψ
𝐺 =

𝑔1
2𝜈𝜆

sin Ψ(cos Ψ − 1)𝜏−1/4 − 𝑔1
2𝜆3/2

𝑅 sin Ψ cos Ψ𝜏−1/2−

− 𝑏

2𝜈𝜆1/2
Ψ2𝜏−3/4 + 𝒪(𝜌3)𝒪(𝜏−3/4) + 𝒪(𝜌2)𝒪(𝜏−1).

𝑑𝑉1
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(9)

= − 𝑔1
2𝜈𝜆

sin Ψ(cos Ψ − 1)𝜏−1/4−

− 𝑔1
4𝜆3/2

𝑅 sin Ψ
[︁
𝑅2 +

𝑔1
𝜈2𝜆1/2

(cos Ψ − 1)
]︁
𝜏−1/2+

+𝒪(𝜌3)𝒪(𝜏−3/4) + 𝒪(𝜌2)𝒪(𝜏−1),

𝑑𝑉2
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(9)

=
𝑔1

2𝜆3/2
𝑅 sin Ψ cos Ψ𝜏−1/2+

+
𝑔1

4𝜆3/2
𝑅 sin Ψ

[︁
𝑅2 +

𝑔1
𝜈2𝜆1/2

(cos Ψ − 1)
]︁
𝜏−1/2+

+𝒪(𝜌3)𝒪(𝜏−3/4) + 𝒪(𝜌2)𝒪(𝜏−1),

𝑑𝑉3
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(9)

= − 𝑏

4𝜈𝜆1/2
(𝑅2 − Ψ2)𝜏−3/4 + 𝒪(𝜌3)𝒪(𝜏−3/4) + 𝒪(𝜌2)𝒪(𝜏−1).

Отсюда вытекает выражение для производной функции 𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡), которая оказывается
знакопостоянной в главном члене асимптотики:

𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(9)

= −𝜔
2
𝑡−3/7(𝑅2 + Ψ2) + 𝒪(𝜌3)𝒪(𝑡−3/7) + 𝒪(𝜌2)𝒪(𝑡−4/7),

𝜔 = 𝑏(2𝜈𝜆1/2𝑧3/4)−1 > 0. Так как оценки в последнем выражении могут быть сделаны
сколь угодно малыми, то для любого 𝜎 > 0 существуют константы 𝜌1 > 0, 𝑡1 > 0 такие,
что в окрестности 𝒟(𝜌1, 𝑡1) справедлива оценка сверху:

𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(9)
6 −(𝜔 − 𝜎)

2
𝑡−3/7(𝑅2 + Ψ2), 𝜔 − 𝜎 > 0.

Аналогично получаются оценки и для самой функции 𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡): ∀𝜎 > 0 существуют
𝜌2 > 0, 𝑡2 > 0:

(1 − 𝜎)

2
(𝑅2 + Ψ2) 6 𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡) 6

(1 + 𝜎)

2
(𝑅2 + Ψ2), (13)

при (𝑅,Ψ, 𝑡) ∈ 𝒟(𝜌2, 𝑡2). Выберем 𝜎 ∈ (0,min{1, 𝜔}), тогда в области 𝒟(𝜌0, 𝑡0),
𝜌0 = min(𝜌1, 𝜌2), 𝑡0 = max(𝑡1, 𝑡2) имеет место оценка:

𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(9)
6 −𝜔0𝑡

−3/7𝑉 6 0, 𝜔0 =
𝜔 − 𝜎

1 + 𝜎
> 0. (14)

Зафиксируем достаточно малое 𝜖 > 0 и определим 𝛿𝜖 = 𝜖
√

1 − 𝜎/(2
√

1 + 𝜎). Тогда для
функции Ляпунова выполняются неравенства:

sup
𝜌6𝛿𝜖,𝑡>𝑡0

𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡) 6 (1 + 𝜎)
𝛿2𝜖
2
6 (1 − 𝜎)

𝜖2

2
6 inf

𝜌=𝜖,𝑡>𝑡0
𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡).

Отсюда в силу отрицательности производной функции Ляпунова следует, что всякая тра-
ектория 𝑅(𝑡), Ψ(𝑡) с начальными данными 𝑅2(𝑡0) + Ψ2(𝑡0) 6 𝛿2𝜖 не покинет 𝜖-окрестность
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положения равновесия 𝑅 = 0, Ψ = 0 при 𝑡 > 𝑡0. Более того, из (14) следует, что функция
Ляпунова убывает на траекториях системы (9):

0 6 𝑉 (𝑅(𝑡),Ψ(𝑡), 𝑡) 6 𝐶 exp(−7𝜔0

4
𝑡4/7), 𝑡 > 𝑡0.

Константа 𝐶 > 0 зависит от выбора траектории. С помощью замены переменных (8)
выводятся оценки для решений системы (1) при 𝜏 > 𝜏0, 𝜏0 = 𝑧𝑡

4/7
0 :

|𝑟(𝜏) −𝑅0(𝜏)| 6 𝜈𝜏 1/4
√︂

2𝐶

1 − 𝜎
exp

(︁
− 7𝜔0

8𝑧
𝜏
)︁
,

|𝜓(𝜏) − Ψ0(𝜏)| 6
√︂

2𝐶

1 − 𝜎
exp

(︁
− 7𝜔0

8𝑧
𝜏
)︁
.

Из последних неравенств следует асимптотическая устойчивость решения 𝑅0(𝜏), Ψ0(𝜏). �

Замечание. В приложениях функции 𝑓(𝜏) и 𝑔(𝜏), как правило, тождественно равны
между собой. В этом случае утверждение теоремы становится безусловным, так как
1 + 𝑔1/𝑓1 ≡ 2 > 0.

2. Устойчивость при постоянно действующих возмущениях

В данном разделе исследуется устойчивость решения 𝑅0(𝜏), Ψ0(𝜏) относительно посто-
янно действующих возмущений. Наряду с уравнениями (1) рассматривается возмущенная
система:

𝑑𝑟

𝑑𝜏
= (𝑓(𝜏) + 𝜇𝜉) sin𝜓 − 𝛽𝑟,

𝑟
[︁𝑑𝜓
𝑑𝜏

− 𝑟2 + 𝜆𝜏 + 𝜇𝜙
]︁

= (𝑔(𝜏) + 𝜇𝜂) cos𝜓.

(15)

Функции 𝜉(𝑟, 𝜓, 𝜏), 𝜂(𝑟, 𝜓, 𝜏), 𝜙(𝑟, 𝜓, 𝜏) соответствуют возмущениям, 𝜇 – малый параметр.
Дадим определение устойчивости, которое будет использоваться в данном разделе.

Определение 1. Решение 𝑅0(𝜏),Ψ0(𝜏) системы (1) устойчиво относительно посто-
янно действующих возмущений ℬ, если ∀ 𝜖 > 0 ∃ 𝛿𝜖,∆𝜖 > 0 :

∀ 𝜏0 > 0 ∀𝜚0, 𝜑0 : |𝜚0 −𝑅0(𝜏0)| 6 𝛿𝜖, |𝜑0 − Ψ0(𝜏0)| 6 𝛿𝜖,

∀ |𝜇| < ∆𝜖, ∀ (𝜉, 𝜂, 𝜙) ∈ ℬ решение 𝑟𝜇(𝜏), 𝜓𝜇(𝜏) возмущенных уравнений (15) с начальными
данными 𝑟𝜇|𝜏=𝜏0 = 𝜚0, 𝜓𝜇|𝜏=𝜏0 = 𝜑0 удовлетворяет неравенствам:

|𝑟𝜇(𝜏) −𝑅0(𝜏)|𝜏−1/4 < 𝜖, |𝜓𝜇(𝜏) − Ψ0(𝜏)| < 𝜖 ∀𝜏 > 𝜏0.

Класс возмущений ℬ, относительно которого авторезонанс является устойчивым, будем
называть допустимым.

Заметим, что определение 1 несколько ослабляет классическое определение устойчиво-
сти [21, 22] ввиду наличия множителя 𝜏−1/4 в неравенстве для амплитуды. Это неравен-
ство можно рассматривать как оценку для нормы в пространстве непрерывных функций
с весом 𝜏−1/4:

‖𝑢(𝜏)‖𝒞
𝜏1/4

= sup
𝜏>𝜏0

|𝑢(𝜏)|𝜏−1/4.

С другой стороны, устойчивость по определению 1 в некоторой степени сильнее устойчи-
вости по части переменных [23], c. 16, для которой требуется малость отклонений только
некоторых компонент решений. Рассматриваемый случай соответствует 𝜓 - устойчивости.
Таким образом, для устойчивости здесь требуется сохранение скорости роста амплитуды
возмущенных решений в главном члене асимптотики на бесконечности.
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Замечание. Из [3] следует, что если 1+𝑓1/𝑔1 > 0, то для уравнений (1) существует двух-
параметрическое семейство решений, которые имеют асимптотику 𝑟(𝜏) =

√
𝜆𝜏 + 𝒪(𝜏 1/4),

𝜓(𝜏) = 𝑜(1) при 𝜏 → ∞. Авторезонансные решения с такой амплитудой могут быть и в
возмущенной системе (15). Поэтому появление множителя 𝜏−1/4 в оценке для амплитуды
в определении устойчивости видится вполне обоснованным.

С практической точки зрения, приведенное определение позволяет описать более ши-
рокий класс возмущений, при которых имеет место захват в авторезонанс.

Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐 = const ≥ 0. Определим класс возмущений 𝒫𝑎,𝑏,𝑐 как множество функций
(𝜉, 𝜂, 𝜙), для которых конечна следующая величина:

sup
(𝑟,𝜓)∈R2,𝜏>0

|𝜉(𝑟, 𝜓, 𝜏)|𝜏−𝑎 + |𝜂(𝑟, 𝜓, 𝜏)|𝜏−𝑏 + |𝜙(𝑟, 𝜓, 𝜏)|𝜏−𝑐 <∞.

Для каждого значения 𝑚 > 0 определим также 𝒫𝑚
𝑎,𝑏,𝑐 как подмножество функций

(𝜉, 𝜂, 𝜙) ∈ 𝒫𝑎,𝑏,𝑐, для которых выполняется неравенство:

|𝜉(𝑟, 𝜓, 𝜏)|𝜏−𝑎 + |𝜂(𝑟, 𝜓, 𝜏)|𝜏−𝑏 + |𝜙(𝑟, 𝜓, 𝜏)|𝜏−𝑐 6 𝑚, ∀(𝑟, 𝜓) ∈ R2, 𝜏 > 0.

Исследование устойчивости решения 𝑅0(𝜏),Ψ0(𝜏) сводится к задаче об устойчивости по-
ложения равновесия (0; 0) системы (9) относительно постоянно действующих возмущений.
Для этого в возмущенных уравнениях (15) делается замена переменных (8), после чего
система принимает вид:

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝜕Ψ𝐻(𝑅,Ψ, 𝑡) + 𝜇𝑝(𝑅,Ψ, 𝑡),

𝑑Ψ

𝑑𝑡
= 𝜕𝑅𝐻(𝑅,Ψ, 𝑡) +𝐺(𝑅,Ψ, 𝑡) + 𝜇𝑞(𝑅,Ψ, 𝑡).

(16)

Гамильтониан 𝐻(𝑅,Ψ, 𝑡) и функция 𝐺(𝑅,Ψ, 𝑡) определяются формулами (10) и (11).
Постоянно действующие возмущения системы (9) описываются функциями 𝑝(𝑅,Ψ, 𝑡) и
𝑞(𝑅,Ψ, 𝑡):

𝑝(𝑅,Ψ, 𝑡) = − 𝜉

𝑧𝑓1
𝑡−4/7, 𝑞(𝑅,Ψ, 𝑡) = − 𝜈

𝑧3/4𝑓1

(︁ 𝜂 cos(Ψ + Ψ0)

𝑅0 + 𝜈𝑅𝑧1/4𝑡1/7
− 𝜙

)︁
𝑡−3/7. (17)

Функции 𝜉(𝑅,Ψ, 𝑡), 𝜂(𝑅,Ψ, 𝑡), 𝜙(𝑅,Ψ, 𝑡) появляются в результате подстановки (8) в
𝜉(𝑟, 𝜓, 𝜏), 𝜂(𝑟, 𝜓, 𝜏), 𝜙(𝑟, 𝜓, 𝜏) соответственно, например,

𝜉(𝑅,Ψ, 𝑡) = 𝜉(𝑅0(𝜏) + 𝜈𝑅𝜏 1/4,Ψ0(𝜏) + Ψ, 𝜏), 𝜏 = 𝑧𝑡4/7.

Рассмотрим вспомогательную задачу устойчивости тривиального решения системы (9)
при постоянно действующих возмущениях (𝑝, 𝑞). Определим класс 𝒦 возмущений системы
(9) как множество функций (𝑝, 𝑞), для которых

sup
(𝑅,Ψ)∈R2,𝑡>0

|𝑝(𝑅,Ψ, 𝑡)|𝑡3/7 + |𝑞(𝑅,Ψ, 𝑡)|𝑡3/7 <∞.

При каждом фиксированном значении 𝑚 > 0 множество функций (𝑝, 𝑞) ∈ 𝒦, для которых
выполняется оценка:

|𝑝(𝑅,Ψ, 𝑡)|𝑡3/7 6 𝑚, |𝑞(𝑅,Ψ, 𝑡)|𝑡3/7 6 𝑚 ∀(𝑅,Ψ) ∈ R2, 𝑡 > 0,

обозначим через 𝒦𝑚.
При исследовании систем (9) и (16) используется классическое определение устойчиво-

сти [21], с. 302.
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Определение 2. Решение 𝑅(𝑡) ≡ 0, Ψ(𝑡) ≡ 0 системы (9) устойчиво относительно
постоянно действующих возмущений 𝒦, если ∀ 𝜖 > 0 ∃ 𝛿𝜖,∆𝜖 > 0 :

∀ 𝑡0 > 0 ∀𝜚0, 𝜑0 : 𝜚20 + 𝜑2
0 6 𝛿2𝜖 , ∀ |𝜇| < ∆𝜖, ∀ (𝑝, 𝑞) ∈ 𝒦,

решение 𝑅𝜇(𝑡), Ψ𝜇(𝑡) возмущенных уравнений (16) с начальными данными
𝑅𝜇|𝑡=𝑡0 = 𝜚0, Ψ𝜇|𝑡=𝑡0 = 𝜑0 удовлетворяет неравенству:

𝑅2
𝜇(𝑡) + Ψ2

𝜇(𝑡) < 𝜖2 ∀ 𝑡 > 𝑡0.

Справедливо утверждение:

Лемма 1. Если в системе (9) коэффициенты удовлетворяют неравенству
1 + 𝑔1/𝑓1 > 0. Тогда ∀𝑚 > 0 тривиальное решение 𝑅(𝑡) ≡ 0, Ψ(𝑡) ≡ 0 устойчиво от-
носительно постоянно действующих возмущений (𝑝, 𝑞) ∈ 𝒦𝑚.

Доказательство утверждения опирается на функцию Ляпунова (12), построенную
в теореме 1 для невозмущенной системы (9). Вычислим полную производную функции
𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡) в силу возмущенной системы (16):

𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(16)

=
𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(9)

+ 𝜇(𝑝𝜕𝑅𝑉 + 𝑞𝜕Ψ𝑉 ).

Для первого слагаемого в правой части выражения справедлива оценка (14) в области
𝒟(𝜌0, 𝑡0) с константами 𝜎, 𝜔, 𝜔0 > 0. Частные производные функции 𝑉 ограничены в
окрестности нуля 𝑅 = 0, Ψ = 0 при 𝑡 > 𝑡0: |𝜕𝑅𝑉 | 6 ℓ, |𝜕Ψ𝑉 | 6 ℓ. Зафиксируем параметры
𝜖 > 0 и 𝑚 > 0, пусть 𝜖 достаточно мало. Определим ∆𝜖 = 𝜖2𝜔0(1−𝜎)2/(32𝑚ℓ(1 +𝜎)). Тогда
в области 𝒟(𝜌0, 𝑡0)∖𝒟(𝛿𝜖, 𝑡0) при |𝜇| < ∆𝜖 и подходящем выборе 𝛿𝜖 ∈ (0, 𝜌0) выполняются
неравенства:

𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(16)
6 −𝜔0𝑡

−3/7
[︁
𝑉 − 𝜖2(1 − 𝜎)2

16(1 + 𝜎)

]︁
< 0, 𝛿𝜖 =

𝜖

2

√︂
1 − 𝜎

1 + 𝜎
< 𝜖. (18)

Из оценок (13) для функции Ляпунова вытекает справедливость неравенств:

sup
𝜌6𝛿𝜖,𝑡>𝑡0

𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡) 6 (1 + 𝜎)
𝛿2𝜖
2
< (1 − 𝜎)

𝜖2

2
6 inf

𝜌=𝜖,𝑡>𝑡0
𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡). (19)

Отсюда и из отрицательности полной производной функции 𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡) следует, что для
любого 𝑇0 > 𝑡0 решение системы (16) с начальными данными 𝑅2

𝜇(𝑇0)+Ψ2
𝜇(𝑇0) = 𝛿2𝜖 остается

в 𝜖-окрестности нуля, то есть, 𝑅2
𝜇(𝑡) + Ψ2

𝜇(𝑡) < 𝜖2 при 𝑡 > 𝑇0.
Для траекторий возмущенной системы (16) с начальными данными 𝑅𝜇(𝑇0), Ψ𝜇(𝑇0) из

круга 𝜌 < 𝛿𝜖, в котором не гарантируется отрицательность полной производной функции
Ляпунова, имеются две возможности: либо 𝑅2

𝜇(𝑡) + Ψ2
𝜇(𝑡) < 𝛿2𝜖 при всех 𝑡 > 𝑇0, либо

существует 𝑡𝜖 > 𝑇0 такое, что 𝑅2
𝜇(𝑡𝜖) + Ψ2

𝜇(𝑡𝜖) = 𝛿2𝜖 . В последнем случае из оценок (18) и
(19) следует, что 𝑅2

𝜇(𝑡) + Ψ2
𝜇(𝑡) < 𝜖2 при 𝑡 > 𝑡𝜖.

Таким образом, доказана устойчивость тривиального решения в окрестности бесконеч-
ности 𝑡 > 𝑡0. Устойчивость на конечном промежутке 0 6 𝑡 6 𝑡0 следует из теоремы о
непрерывности решения задачи Коши относительно параметров уравнений (см. [14], с.
22-23). �

Уточним класс возмущений 𝒫 системы (1). Выберем параметры 𝑎 = 1/4, 𝑏 = 1/2, 𝑐 = 0,
тогда функции 𝑝 и 𝑞, определяемые формулами (17), принадлежат классу 𝒦. Справедлива
теорема:
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Теорема 2. Пусть в системе (1) коэффициенты удовлетворяют неравенству
1 + 𝑔1/𝑓1 > 0. Тогда ∀𝑚 > 0 решение 𝑅0(𝜏), Ψ0(𝜏) с асимптотикой (7) устойчиво от-
носительно постоянно действующих возмущений (𝜉, 𝜂, 𝜙) ∈ 𝒫𝑚

1/4,1/2,0:

|𝜉(𝑟, 𝜓, 𝜏)| 6 𝑚𝜏 1/4, |𝜂(𝑟, 𝜓, 𝜏)| 6 𝑚𝜏 1/2, |𝜙(𝑟, 𝜓, 𝜏)| 6 𝑚, 𝜏 > 0. (20)

Доказательство. Заметим, что для функций 𝜉(𝑅,Ψ, 𝑡), 𝜂(𝑅,Ψ, 𝑡), 𝜙(𝑅,Ψ, 𝑡) справед-
ливы оценки:

|𝜉(𝑅,Ψ, 𝑡)| 6 𝑚̂𝑡1/7, |𝜂(𝑅,Ψ, 𝑡)| 6 𝑚̂𝑡2/7, |𝜙(𝑅,Ψ, 𝑡)| 6 𝑚̂ ∀(𝑅,Ψ), 𝑡 > 𝑡0,

𝑚̂ = 𝑚 · max{1, 𝑧1/4, 𝑧1/2}. Отсюда с учетом структуры функций 𝑝(𝑅,Ψ, 𝑡) и 𝑞(𝑅,Ψ, 𝑡) сле-
дуют неравенства: |𝑝(𝑅,Ψ, 𝑡)| 6𝑀𝑡−3/7, |𝑞(𝑅,Ψ, 𝑡)| 6𝑀𝑡−3/7 с положительной константой
𝑀 = 𝑚𝑧−3/4 max{1, |𝜈|(1 + 𝜆−1/2)}/|𝑓1|, то есть (𝑝, 𝑞) ∈ 𝒦. Тогда в силу леммы 1 тривиаль-
ное решение системы (9) устойчиво относительно постоянно действующих возмущений
(в смысле определения 2), и для траекторий системы (16) с начальными данными из
окрестности равновесия справедлива оценка:

𝑅2
𝜇(𝑡) + Ψ2

𝜇(𝑡) < 𝜖2

при 𝑡 > 0. Следовательно, ∀ 𝜏0 > 0 с учетом замены (8) для решений системы (15) с
начальными данными вблизи 𝑅0(𝜏0), Ψ0(𝜏0) выполняются неравенства:

|𝑟𝜇(𝜏) −𝑅0(𝜏)|𝜏−1/4 < 𝜈𝜖, |𝜓𝜇(𝜏) − Ψ0(𝜏)| < 𝜖, 𝜏 > 𝜏0.

Отсюда следует устойчивость решения 𝑅0(𝜏), Ψ0(𝜏) в смысле определения 1. �

3. Устойчивость на асимптотически большом промежутке времени

В предыдущем параграфе описан класс возмущений, при котором решение системы (1)
с асимптотикой (7) устойчиво при всех 𝜏 > 0. Однако, для изучения устойчивости яв-
ления захвата в авторезонанс на уровне усредненных уравнений достаточно ограничится
конечным временным интервалом, на котором остается пригодной рассматриваемая ма-
тематическая модель [1]: 0 < 𝜏 6 𝒪(𝜀−1/3), где 0 < 𝜀 ≪ 1 – малый параметр накачки в
исходном уравнении, см., например, (2). В последующие моменты времени явление авторе-
зонанса описывается другими уравнениями [24]. Поэтому, в рассматриваемом случае более
уместной является задача устойчивости относительно постоянно действующих возмуще-
ний на конечном, но асимптотически большом интервале времени 0 < 𝜏 6 𝒪(|𝜇|−κ), где
|𝜇| ≪ 1 – параметр возмущений. Похожая постановка задачи рассматривалась, например,
в [13], с. 76. Очевидно, что устойчивость решения на полуоси относительно возмущений
класса 𝒫 влечет устойчивость на любом конечном интервале. Попытка ограничить рас-
сматриваемый временной промежуток продиктована надеждой выделить более слабые
ограничения, чем (20) на допустимые классы возмущений. Похожий прием оказался весь-
ма удачным при анализе устойчивости динамических систем относительно возмущений
«белым шумом» [25].

Сформулируем определение устойчивости:

Определение 3. Решение 𝑅0(𝜏),Ψ0(𝜏) системы (1) устойчиво относительно посто-
янно действующих возмущений ℬ на асимптотически большом промежутке времени,
если существует κ > 0 такое, что ∀ 𝜖 > 0 ∃ 𝛿𝜖,∆𝜖 > 0 :

∀𝜚0, 𝜑0 : |𝜚0 −𝑅0(0)| 6 𝛿𝜖, |𝜑0 − Ψ0(0)| 6 𝛿𝜖, ∀ |𝜇| < ∆𝜖, ∀ (𝜉, 𝜂, 𝜙) ∈ ℬ
решение 𝑟𝜇(𝜏), 𝜓𝜇(𝜏) возмущенных уравнений (15) с начальными данными
𝑟𝜇|𝜏=0 = 𝜚0, 𝜓𝜇|𝜏=0 = 𝜑0 удовлетворяет неравенствам:

|𝑟𝜇(𝜏) −𝑅0(𝜏)|𝜏−1/4 < 𝜖, |𝜓𝜇(𝜏) − Ψ0(𝜏)| < 𝜖

при 0 < 𝜏 6 𝒪(|𝜇|−κ).
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Будем рассматривать класс возмущений 𝒫𝑎,𝑏,𝑐, определенный в предыдущем параграфе,
но с другими параметрами: 𝑎 = 1 + 𝜗, 𝑏 = 5/4 + 𝜗, 𝑐 = 3/4 + 𝜗, 𝜗 ≥ 0. Тогда справедлива
теорема:

Теорема 3. Пусть в системе (1) коэффициенты удовлетворяют неравенству
1 + 𝑔1/𝑓1 > 0. Тогда ∀𝑚 > 0, 𝜗 ≥ 0 решение 𝑅0(𝜏),Ψ0(𝜏) с асимптотикой (7) устойчиво
относительно постоянно действующих возмущений (𝜉, 𝜂, 𝜙) ∈ 𝒫𝑚

1+𝜗,5/4+𝜗,3/4+𝜗 :

|𝜉(𝑟, 𝜓, 𝜏)| 6 𝑚𝜏 1+𝜗, |𝜂(𝑟, 𝜓, 𝜏)| 6 𝑚𝜏 5/4+𝜗, |𝜙(𝑟, 𝜓, 𝜏)| 6 𝑚𝜏 3/4+𝜗

на асимптотически большом промежутке времени 0 < 𝜏 6 𝒪(|𝜇|−κ), 0 < κ < κ0,
κ0 = 4/(4𝜗+ 3).

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 2, сначала исследуется возмущен-
ная система (16), затем делается вывод об устойчивости решения исходных уравнений (1).

Для функций 𝑝(𝑅,Ψ, 𝑡) и 𝑞(𝑅,Ψ, 𝑡) с учетом (17) при указанных ограничениях спра-
ведливы оценки: |𝑝(𝑅,Ψ, 𝑡)| 6 𝑀𝑡4𝜗/7, |𝑞(𝑅,Ψ, 𝑡)| 6 𝑀𝑡4𝜗/7 с положительной константой
𝑀 = 𝑚𝑧𝜗 max{1, |𝜈|(1 + 𝜆−1/2)}/|𝑓1|. Вычислим производную функции Ляпунова (12) в
силу системы (16):

𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(16)

=
𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(9)

+ 𝜇(𝑝𝜕𝑅𝑉 + 𝑞𝜕Ψ𝑉 ).

В области 𝒟(𝜌0, 𝑡0) для производной справедлива оценка:

𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(16)
6 −𝜔0𝑡

−3/7𝑉 + 2|𝜇|ℓ𝑀𝑡4𝜗/7.

Первое слагаемое в правой части появляется в силу оценки (14) для полной производной
функции 𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡). Из ограниченности возмущений 𝑝(𝑅,Ψ, 𝑡), 𝑞(𝑅,Ψ, 𝑡) и частных произ-
водных функции 𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡) в области 𝒟(𝜌0, 𝑡0): |𝜕𝑅𝑉 | 6 ℓ, |𝜕Ψ𝑉 | 6 ℓ следует оставшееся
слагаемое в оценке. Зафиксируем 𝜖 > 0, 𝑚 > 0, 0 < 𝜅 < 7/(4𝜗+ 3) и выберем

∆𝜖 = (2𝑡0)
−(4𝜗+3)/𝜅0

[︁ 𝜖2𝜔0(1 − 𝜎)2

32𝑀ℓ(1 + 𝜎)

]︁7/𝜅0
, 𝜅0 = 7 − (4𝜗+ 3)𝜅 > 0.

Тогда при |𝜇| < ∆𝜖 и подходящем выборе 𝛿𝜖 ∈ (0, 𝜌0) в конечной области 𝛿𝜖 < 𝜌 < 𝜌0,
0 < 𝑡− 𝑡0 6 𝑡0|𝜇|−𝜅 справедливы неравенства:

𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(16)
6 −𝜔0𝑡

−3/7
[︁
𝑉 − (1 − 𝜎)

𝛿2𝜖
4

]︁
< 0, 𝛿𝜖 =

𝜖

2

√︂
1 − 𝜎

1 + 𝜎
< 𝜖.

Заметим, что для функции Ляпунова при выбранном 𝛿𝜖 справедливы неравенства (19).
Отсюда и из отрицательности полной производной функции 𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡) следует, что всякое
решение системы (16) с начальными данными 𝑅2

𝜇(𝑡0)+Ψ2
𝜇(𝑡0) = 𝛿2𝜖 остается в 𝜖-окрестности

нуля, то есть, 𝑅2
𝜇(𝑡) + Ψ2

𝜇(𝑡) < 𝜖2 при 0 6 𝑡− 𝑡0 6 𝑡0|𝜇|−𝜅.
В круге 𝜌 < 𝛿𝜖 отрицательность полной производной функции 𝑉 (𝑅,Ψ, 𝑡) не гаранти-

руется. Поэтому траектории системы (16) с начальными данными 𝑅2
𝜇(𝑡0) + Ψ2

𝜇(𝑡0) < 𝛿2𝜖
либо остаются ограниченными 𝑅2

𝜇(𝑡) + Ψ2
𝜇(𝑡) < 𝛿2𝜖 на интервале 0 6 𝑡 − 𝑡0 6 𝑡0|𝜇|−𝜅, либо

существует 𝑡𝜖 : 0 < 𝑡𝜖 − 𝑡0 < 𝑡0|𝜇|−𝜅 такое, что 𝑅2
𝜇(𝑡𝜖) + Ψ2

𝜇(𝑡𝜖) = 𝛿2𝜖 . В последнем случае из
оценок (18) и (19) следует, что 𝑅2

𝜇(𝑡) + Ψ2
𝜇(𝑡) < 𝜖2 при 𝑡 ∈ [𝑡𝜖, 𝑡0 + 𝑡0|𝜇|−𝜅]. Следовательно,

𝑅2
𝜇(𝑡) + Ψ2

𝜇(𝑡) < 𝜖2 при 0 6 𝑡− 𝑡0 6 𝑡0|𝜇|−𝜅.
С помощью замены переменных (8) выводятся оценки для решений исходной системы

(15):
|𝑟𝜇(𝜏) −𝑅0(𝜏)|𝜏−1/4 < 𝜈𝜖, |𝜓𝜇(𝜏) − Ψ0(𝜏)| < 𝜖
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при 0 6 𝜏 − 𝜏0 6 𝒪(|𝜇|−4𝜅/7). Из теоремы о непрерывности решения задачи Коши отно-
сительно параметров уравнений следует устойчивость решения при 𝜏 ∈ (0; 𝜏0). Следова-
тельно, ∀𝑚 > 0 и 𝜗 ≥ 0 решение 𝑅0(𝜏),Ψ0(𝜏) системы (1) устойчиво при постоянно дей-
ствующих возмущениях на асимптотически большом интервале времени 0 < 𝜏 6 𝒪(|𝜇|−κ),
∀κ ∈ (0;κ0) равномерно по (𝜉, 𝜂, 𝜙) ∈ 𝒫𝑚. �

Замечание. Из теоремы 3 и формул (6) следует устойчивость авторезонансных реше-
ний уравнения Дюффинга с внешней накачкой (2). Если 𝜇 = 𝜀1/3, ℎ(𝑠; 𝜀) = 𝜀5/6𝑠5/4,
𝜃(𝑠; 𝜀) = 𝜀4/3𝑠2 (соответствует выбору 𝜗 = 1/4), то в возмущенном уравнении (5) суще-
ствуют траектории, захваченные в авторезонанс при 𝑠 6 𝒪(𝜀−5/6).

4. Заключение

Исследована система модельных уравнений, которая описывает начальный этап захвата
в авторезонанс в нелинейных колебательных системах при наличии диссипации. Доказана
устойчивость решения с растущей амплитудой 𝑟(𝜏) ≈

√
𝜆𝜏 по Ляпунову и относительно

постоянно действующих возмущений. Описаны допустимые классы возмущений. Полу-
ченные результаты позволяют надеяться на существование достаточно продолжительных
авторезонансных режимов в реальных физических установках. Остается открытым вопрос
о влиянии случайных возмущений на захват в авторезонанс в системах с диссипацией. Эта
тема требует особого внимания и будет обсуждаться в отдельной работе.

Автор благодарит Калякина Л.А. за полезные обсуждения и ценные замечания.
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