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Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà [1] è èñ-
ïîëüçóþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ àëãåáðû îòíîøåíèé [2] è îáùåïðèíÿòàÿ
òîïîëîãè÷åñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ [3]. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé âñå îñ-
íîâíûå ìíîæåñòâà X ðàññìàòðèâàåìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðî-
ñòðàíñòâ ñõîäèìîñòè ñ÷èòàþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà àòîìîâ S,
íàä êîòîðûì ñòðîèòñÿ ñòàíäàðòíûé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé óíèâåð-
ñóì U = V(S) è íåñòàíäàðòíîå ðàñøèðåíèå ∗U, ïî îïèñàííîìó â [1]
ïðèíöèïó. Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà X îïðåäåëåíî íåñòàíäàðòíîå ðàñøè-
ðåíèå ∗X,è ëþáîé ôèëüòð F íàä X õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé ìîíàäîé
µF = ∩{∗A : A ∈ F}. Ìîíàäû óëüòðàôèëüòðîâ íàä ìíîæåñòâîì X ðàç-
áèâàþò ðàñøèðåíèå ∗X íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè εX . Ïîäìíîæåñòâî
M ⊂ ∗X íàçûâàåòñÿ íàñûùåííûì, åñëè εX(M) ⊂ M. Ïðè íåñòàíäàðò-
íîì ïîäõîäå ê òîïîëîãèè [4] ñõîäèìîñòü íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ñîîòâåòñòâèå ρ ⊂ X× ∗X, äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîì a ∈ X ìíîæåñòâî
ρ(a) ñîäåðæèò ýëåìåíò a è ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííûì ïîäìíîæåñòâîì ðàñ-
øèðåíèÿ ∗X. Òàêèå ñîîòâåòñòâèÿ íàçûâàþòñÿ (íåñòàíäàðòíûìè) ñõîäè-
ìîñòÿìè è íà íèõ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îáùåïðèíÿòàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ òåð-
ìèíîëîãèÿ.

Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåñòàíäàðòíîì ïîäõîäå îñíîâíûå òîïî-
ëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è ìíîãèå âàæíûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé òîïîëîãè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âûðàæàþòñÿ ïðîñòûìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè
óñëîâèÿìè äëÿ íåñòàíäàðòíûõ ñõîäèìîñòåé. Ýòî, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáîñ-
íîâûâàåò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé
íà ïðîèçâîëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìîñòè è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîçâî-
ëÿåò ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü íåñòàíäàðòíûå ìåòîäû â òîïîëîãè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèÿõ. Òàê, â ñèëó ðåçóëüòàòîâ [4] îòîáðàæåíèå f ïðîñòðàíñòâà
ñõîäèìîñòè (X, ρX) â ïðîñòðàíñòâî ñõîäèìîñòè (Y, ρY ) íåïðåðûâíî, åñëè
∗f ◦ρX ⊂ ρY ◦f, îòêðûòî, åñëè ρY ◦f ⊂ ∗f ◦ρX , íåïðåðûâíî îòêðûòî, åñëè
∗f ◦ρX = ρY ◦f, çàìêíóòî-êîìïàêòíî, åñëè ∗

−1

f ◦ρY ⊂ ρX ◦
−1

f , ñîâåðøåííî.
Íåñòàíäàðòíàÿ êëàññèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèé íåïîñðåäñòâåííî ïðèâî-

äèò ê êàíîíè÷åñêîìó îïèñàíèþ ðÿäà âàæíûõ ñõîäèìîñòåé â ïðîñòðàí-
ñòâàõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå "âíóòðåííèì îáðàçîì"êàíîíè÷åñêè âûðà-
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æàþòñÿ ïðîñòûìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè ôîðìóëàìè ÷åðåç íåñòàí-
äàðòíûå ñõîäèìîñòè èñõîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ [4] äëÿ
ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìîñòè X = (X, ρ) íà ìíîæåñòâå Fc = Fc(X)
âñåõ íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà X ïî ôîðìóëå

(f, h) ∈ γc ⇐⇒ h ◦ ρ ⊂ ρ ◦ f (f ∈ Fc, h ∈ ∗Fc)

îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñõîäèìîñòü [3] γc ⊂ Fc × ∗Fc, êîòîðàÿ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: 1) γc ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ íà ìíî-
æåñòâå Fc, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ
Λ : Fc × X → X (ãäå Λ(f, x) = f(x) äëÿ ýëåìåíòîâ f ∈ Fc, x ∈ X),
2) γc ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé, åñëè (X, ρ) � ëîêàëüíî�
êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, 3) ñõîäèìîñòü γc õàóñäîðôî-
âà (ñîîòâåòñòâåííî ðåãóëÿðíà), åñëè ñõîäèìîñòü ρ õàóñäîðôîâà (ñîîòâåò-
ñòâåííî ðåãóëÿðíà), 4) êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íåïðåðûâíà îòíîñè-
òåëüíî ñõîäèìîñòè γc.

Àíàëîãè÷íî êàíîíè÷åñêè îïèñûâàþòñÿ îñòàëüíûå íåñòàíäàðòíûå ñõî-
äèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìîñòè X = (X, ρ) :

1) íà ìíîæåñòâå Fo = Fo(X) âñåõ îòêðûòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðî-
ñòðàíñòâà X ïî ôîðìóëå (f, h) ∈ γo ⇐⇒ ρ ◦ f ⊂ h ◦ % (f ∈ Fo, h ∈ ∗Fo)
îïðåäåëÿåòñÿ îòêðûòàÿ ñõîäèìîñòü γo ⊂ Fo × ∗Fo;

2) íà ìíîæåñòâå Fc−o = Fc−o(X) âñåõ íåïðåðûâíî îòêðûòûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà X ïî ôîðìóëå (f, h) ∈ γc−o ⇐⇒ h ◦ ρ = ρ ◦ f
(f ∈ Fc−o, h ∈ ∗Fc−o) îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíîîòêðûòàÿ ñõîäèìîñòü
γc−o ⊂ Fc−o × ∗Fc−o,

3) íà ìíîæåñòâå Fz−c = Fz−c(X) âñåõ çàìêíóòî-êîìïàêòíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà X ïî ôîðìóëå (f, h) ∈ γz−c ⇐⇒
−1

h ◦ ρ ⊂ ρ ◦
−1

f
(f ∈ Fz−c, h ∈ ∗Fz−c) îïðåäåëÿåòñÿ çàìêíóòî�êîìïàêòíàÿ ñõîäèìîñòü
γz−c ⊂ Fz−c × ∗Fz−c,

4) íà ìíîæåñòâå Fp = Fp(X) âñåõ ñîâåðøåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðî-

ñòðàíñòâà X ïî ôîðìóëå (f, h) ∈ γp ⇐⇒
−1

h ◦ρ = ρ◦
−1

f (f ∈ Fp, h ∈ ∗Fp)
îïðåäåëÿåòñÿ ñîâåðøåííàÿ ñõîäèìîñòü γp ⊂ Fp × ∗Fp.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íåïðåðûâíà îòíîñè-
òåëüíî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñõîäèìîñòåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîêàçûâàþùèå âîçìîæ-
íîñòè ïðèìåíåíèÿ íåñòàíäàðòíûõ ñõîäèìîñòåé ïðåîáðàçîâàíèé â òî-
ïîëîãè÷åñêîé àëãåáðå. Çäåñü ïîêàçàíî, êàê ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü òîïîëîãè÷åñêèå ïîëóãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñ êàíîíè-
÷åñêèìè ñõîäèìîñòÿìè. Ïîä òîïîëîãè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé (ñîêðàùåííî
ò. ïîëóãðóïïîé) â ðàáîòå ïîíèìàåòñÿ ïîëóãðóïïàG = (G, ·) ñ çàäàííîé íà
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åå îñíîâíîì ìíîæåñòâåG ñõîäíîñòüþ α, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé íåïðåðûâ-
íà îïåðàöèÿ ïîëóãðóïïû. Òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ò. ïîëóãðóïïû
G = (G,α) íà ò. ïîëóãðóïïó G1 = (G1, α1) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçì
ïîëóãðóïïû G íà ïîëóãðóïïó G1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì
ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìîñòè (G,α) íà ïðîñòðàíñòâî ñõîäèìîñòè (G1, α1). Â
÷àñòíîñòè, â ñèëó ðåçóëüòàòîâ [4] ò. ïîëóãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Fc ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìî-
ñòè (X, ρ) ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè ◦ è íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòüþ γc.
Ò. ïîëóãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ ïîäïîëóãðóïïû Φ = (Φ, ◦, γc) ò. ïîëóãðóïïû
Fc. Ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü íà Φ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà ýòîì ìíîæåñòâå
íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòè γc è îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì γc.

Òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì λ ò. ïîëóãðóïïû G = (G, ·, α) íà
ò. ïîëóãðóïïó íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ íåïðåðûâíîé ñõîäèìî-
ñòüþ Φ = (Φ, ◦, γc) íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ò. ïîëóãðóïïû G íåïðå-
ðûâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ G, x ∈ ∗G, âûïîëíÿåòñÿ λ(a · b) = λ(b) ◦ λ(a),
(a, x) ∈ α⇐⇒ (λ(a), ∗λ(x)) ∈ γc.

Àíàëîãè÷íî êàíîíè÷åñêè îïèñûâàþòñÿ ò. ïîëóãðóïïû íåïðåðûâíî-
îòêðûòûõ, ñîâåðøåííûõ è äð. ïðåîáðàçîâàíèé, è îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ò.ïîëóãðóïï íåïðåðûâíî-îòêðûòûìè, ñîâåðøåííûìè è äð. ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè.

Âàæíîñòü ââåäåííûõ ïîíÿòèé ïîäòâåðæäàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî
ò. ïîëóãðóïïàìè íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ íåïðåðûâíûìè ñõîäèìî-
ñòÿìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ò. ïîëóãðóïïû.

Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ ò. ïîëóãðóïïà G = (G, ·, α) èìååò ïðåäñòàâëåíèå
íåïðåðûâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ò. å. ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé èçî-
ìîðôèçì ò. ïîëóãðóïïû G íà íåêîòîðóþ ïîëóãðóïïó íåïðåðûâíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ñ íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ò. ïîëóãðóïïà òîïîëîãè-
÷åñêè èçîìîðôíà ò. ïîëóãðóïïå íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëîêàëüíî-
êîìïàêòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïî-
ëîãèåé.

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáàÿ (ëîêàëüíî-êîìïàêòíàÿ) ò. ãðóïïà òîïîëîãè-
÷åñêè èçîìîðôíà ò. ãðóïïå ãîìåîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà ñõîäèìîñòè
(ëîêàëüíî-êîìïàêòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà) ñ íåïðåðûâíîé
ñõîäèìîñòüþ (ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé).

Ïîä òîïîëîãè÷åñêèì êîëüöîì (ñîêðàùåííî ò. êîëüöîì) ïîíèìàåòñÿ
êîëüöî K = (K,+, ·) ñ çàäàííîé íà åãî îñíîâíîì ìíîæåñòâå K ñõîäè-
ìîñòüþ α, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé íåïðåðûâíû îáå îïåðàöèè êîëüöà.
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Ñëåäñòâèå 3. Ëþáîå (ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå) ò. êîëüöî K =
(K,+, ·, α) òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíî ò. êîëüöó íåïðåðûâíûõ ýíäîìîð-
ôèçìîâ ò. ãðóïïû K =
= (K,+, α) ñ íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòüþ (ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëî-
ãèåé).

Òåîðåìà 2. Ëþáîé êîììóòàòèâíûé ò. ìîíîèä G = (G, ·, α) ñî ñâîé-
ñòâîì α(a) ⊂ α(e) · α(a) (a ∈ G) èìååò ïðåäñòàâëåíèå íåïðåðûâíî-
îòêðûòûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ò. å. ò. ìîíîèä G òîïîëîãè÷åñêè èçîìîð-
ôåí ò. ìîíîèäó íåïðåðûâíî-îòêðûòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ íåïðåðûâíî-
îòêðûòîé ñõîäèìîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 4. Ëþáàÿ êîììóòàòèâíàÿ ò. ãðóïïà ïðåäñòàâèìà ãîìåî-
ìîðôèçìàìè ñ íåïðåðûâíî-îòêðûòîé ñõîäèìîñòüþ.

Òåîðåìà 3. Õàóñäîðôîâà ò. ïîëóãðóïïà G = (G, ·, α) ñî ñâîéñòâîì
(∗G \ α(G)) · α(G) ⊂ ∗G \ α(G) èìååò ïðåäñòàâëåíèå ñîâåðøåííû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ò. å. ò. ïîëóãðóïïà G òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíà
ò. ïîëóãðóïïå ñîâåðøåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ñîâåðøåííîé ñõîäèìîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 5. Ëþáàÿ õàóñäîðôîâà ò. ãðóïïà ïðåäñòàâèìà ñîâåðøåí-
íûìè ïåðåñòàíîâêàìè ñ ñîâåðøåííîé ñõîäèìîñòüþ.
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Â.À. Ìîë÷àíîâ, Ð.À. Ôàðàõóòäèíîâ

Î ÊÎÍÊÐÅÒÍÎÉ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈÈ ÏÎËÓÃÐÓÏÏ
ÝÍÄÎÌÎÐÔÈÇÌÎÂ ÁÅÑÊÎÍÒÓÐÍÛÕ ÃÐÀÔÎÂ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.05.2018 ã.

Ââåäåíèå. Ïðîáëåìà êîíêðåòíîé õàðàêòåðèçàöèè [1] äëÿ ïîëóãðóïï
ýíäîìîðôèçìîâ ãðàôîâ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ïîëóãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé S ìíîæåñòâà X ÿâëÿåòñÿ ïîëó-
ãðóïïîé ýíäîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî ãðàôà G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí X,
ò.å. íà ìíîæåñòâå X ìîæíî òàê çàäàòü áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ, ÷òî äëÿ
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