
������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��


������ �

���	��

��� ������

� ��	4����������� ����	� ��� ����	����� ����

���� ��8*&� �

o�������������� �	�
�� ����
	��������� ����� ��� �	
����
�� ���� � ������ 	�
	�
���
�� 
�������
	���� b	"���	� ��� ������
��c �	
����	� Y	
��������
	 ����
�����
������� ��	 ��"�� "����� ]�
���� �	�
	 ������	���
 �	
����
	� ����	�� �	���������

��������

�� �	�
�� ����
	��������� ����� � � ����� �	�������� 
� ��� ��	�
�� 
��
"	�� 

�������� ��	�
� "����� ]�
����� �	
����
�� ������ 	"���� � ������
�� �	
����	��
����
	��������� ���� ����� 

%&' .3,, :0281*5/04 /'5/ .*) 4*1/24/ 40)430/5 01 /&' ()'5'14' *. *1'�/=(' 4*1/24/ .23,/5
b+)'2?018 *) 4,*53)'c 05 4*150:')': M/ 05 '5/2+,05&': 4*15/)34/09',= /&2/ 21= f**,'21 .314/0*1 421
+' )'2,0q': += 2 4*1/24/ 40)430/ (')-0//018 2 1*1�/)0902, .3,, :0281*5/04 /'5/� 0 ' /'5/ 4*1/201018
1*/ 2,, 01(3/ 9'4/*)5 

�
� ������ f**,'21 .314/0*1� 4*1/24/ 1'/<*)?� +)'2?018 21: 4,*53)' *. 4*1/24/5� :0281*5/04
/'5/ .*) 1'/<*)? 

	���#�# (�(�7&
����� � �#� )(�

�(

�7 � �#�� � �#� �� 4�
(%��
���
! .��#�

�� *�+,� ��&
�����7��7 ������ 4�
(%�7 f(x1, . . . , xn)� 0���������#� �
� 
� .
� � �#� �������
���
 
�(�
��!�
��
��
�( 
�������
��
��� ��� ����
��# (�
���$� .��#�

! � �#!� � �
���
� � ��#� � �#� #�$�

���� ���
� � 
�������
!� ���
��
�� � ��������!��
� � .
� ���
��
�� 
�(�
��!� 4�
(%�� 
���&
����
��
�� *3� 9+� E���� 
� #�$�
 �!
�� ������ $������ 
�������
!� 4�
(%�� 
�������
��
���
�������7��� � f(x̃), x̃ = (x1, . . . , xn)� � 
�
�������
!� 4�
(%�� 
�������
��
��� �
���
!� �
 f(x̃)�

0��
� g1(x̃), . . . , gk(x̃) " ��� �����
� ������
!� 
�
�������
!� 4�
(%�� 
�������
��
��� (�&

��!� #���
 ��������!��
� � �#� S ��� ������#��
! 
�������
��
� .��#�

��= ��!�
� ����&
����$��
�� �����

!#� (�(�� 
�������
��
� .��#�

�� � �#! #���
 �������
� ����#�
�����#!�
��
��
�( 
�������
��
��� P
����
�� n&������
! �����! 
������ σ̃1, . . . , σ̃l 
��!���
�� )���
!#,
�������7��# 
��
�# � �#! S� ���� ��� �7��� 
�
�������
�� 4�
(%�� 
�������
��
� gi(x̃), i ∈
{1, . . . , k}� � .
�# #
����
�� 
����
�� ) �
� �! ���
, 
���� σ̃j � 
� (�
���# f(σ̃j) �= gi(σ̃j)= �����

������ � 
��
� T 
��!���
�� �$� ���
�� � ����
����
�� ����� D(T )�

P
����
�� 
������ T 
��!���
�� )���
!#, ���$
��
����(�# 
��
�# � �#! S� ���� T �����
��
���
!# �������7��# 
��
�# ��� S �� (��#� 
�$�� ��� �7�! ��� ������
! 4�
(%�� 
�������&

��
�� gi(x̃) � gj(x̃) � T 
����
�� 
���� σ̃� 
� (�
���# gi(σ̃) �= gj(σ̃)�

	����# ����
���
��; D(S) = minD(T )� $�� #�
�#�# ����
�� �� ���# 
��
�# )����#�
�����&
#�$� ����, ��� � �#! S= D(f) = minD(S)� $�� #�
�#�# ����
�� �� ���# � �#�#� �������7��#
4�
(%�7 f = D(n) = maxD(f)� $�� #�(��#�# ����
�� �� ���# �����!# 4�
(%��# �
 n ����#�

! �
-���# ����������
� ��� ������ �
��(�! ��� �(���
�� ���� 
��
��; c " �������7���� d " ���$
�&
�
����(��� ��� 
��� ���#��
! 
�������
��
�� ���������# ����
���
��; b " ���!�! (�

�(
���
m " ��#!(�
�� (�

�(
��� b−m " ��
����#�

� ���#��
! � ���!�!� � ��#!(�
�� (�

�(
���

C
� (����
�� �������7�� 
��
�� ��� (�

�(

! � �#� 
� ��� 
� ( 
��
����#� ���#�
�
�����

! �����7��� ������
�
!� 	 ��19 $� � *<+ ��� n � 4 (�
�
��(
��
� ������
� �%�
(�

Dc
b−m(n) �

15

16
2n,


��� ��
�
����
�� �
� �7��7 ������ 4�
(%�7 �
 ��
!�� � ����� ����#�

! #��
� ���������
�
(�

�(

�� � �#��� �����(�7��� 
�
�������
!� ���
!� �������7��� 
��
 � ������ ���������
! 

�������
��
�� )���!��� � ��#!(�
��, (�

�(
��� 	 ������ ��
�
��
! 
�������
��
�� )
��� ��&
�� 
���(� ���!���� ���� 
���(� ��#!(�
�� (�

�(
��, .
�
 ������
�
 ��������
��� �����
��

�
����@����� 	 ��19 $� � *�+ �!�� ������
! �%�
(�

�+������ ,����
! #������� � ������ ��	
��
�
 �
��� ����
 �
�
 ���������� �
���
���� ���
��
�
 ���
 ����

��� !"# +O.�,%!+)� !"
./


�� ���� ��	
��	���� �

������ � �



�� ������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � �

Dc
b(n) � 2	

n
2

 + 2�

n
2
�,

Dc
m(n) � 2

n/(1+ 1
2 log n

)

��� ���
���# n�
��� ���$
��
����(� 
��
�� (�

�(

! � �# � ���2 $� �!�� ��
�
����
� *?+� �
�

Dd
b−m(n) = 2n,

�� � ���

��
�� ��� ��
��
! �����! 4�
(%�� �
 n ����#�

! ��(���
�� �
� �7��� (�

�(

��
� �#�� �������7��� ��
��
�7 ������ 4�
(%�7� � ������ ���!��� � ��#!(�
�� (�

�(
�� �����(��


���(� 
�������
!� ���
!� ���$
��
����(�� 
��
 ���
! 2n )���������� ��� 2n 
������ �
���
��
����#�

! ,�

	 
��
����� ��#�
(� ��
�
�������
��� �
� � ������ ��
�
��
! 
�������
��
�� (�

�(
�� ��&
����
�� 4�
(%�� f�

�
� (����
��

� �
���

�����!"� ��� �!��� ����������� n � 2 ��
����!�	� �������	���

Dd
b (n) � 2n − 2, Dd

m(n) � 2n − 2.

��&"'"(�)*+(,�� 0��
� ����
� ���������
�� ������ 4�
(%�� f(x1, . . . , xn), n � 2� /��
�#
� �����$� 
�����
�
��� �
����7��$� ���!��# (�

�(
��� 0��(���(� (�
�
�

! #��
� ���������
�
��� (�

�(
��� 
��� ����
� 
����
�� 
� 4��#���
� #���# ���
�
�� �
� (�
�
�

! ��������#! � �#�&
#�� �����(�7��#� ���
!� 
��
! )
��� 
��
! 
������ ���
!,� B�����
��

�� 4�
(%�� x � �
������
x ��������#! � �#�#�� ���������#� �� ��
�#� (�

�(
� � �����(�7��#� 
��
!� ���������� ��
��
�#� 
������ E ���
�# �(���

�$� ����� #��
� ���
�
�� �
� ����#�
�����#!� 4�
(%�� ����&
�
��

� ������
 �
 ��� ���� ����#�

! � 	 ���
��
�# ������ 4�(
��
!� ����#�

!� #��
�
�
�����
� � ������
� 4�
(%�7 ϕ� ���
�7 �� ��
��� 
� ��� ��� 4�(
��
! ����#�

! � � ���� ϕ
�(���
�� (�
�
�

�� ��� ����
 ������
� ��@� �
 ��
�� ����#�

��� 
� 
�����#�� 
�����
�
�� � ��&
 ��
!# ����#�
��# n � 2 ����
 �!���
�
���� ����� ���
��#� �
� ����

�� 4�
(%�� f �����
��

�
������
 �
 ��� ���� n ����#�

! � � n � 2�

>���
���# ����� Ai(f) #
����
�� ��� 
� 
������ �
���
�� ����#�

! � 
� (�
��! 4�
(%��
f ���
�#��
 �
���
�� i, i ∈ {0, 1} )������
�� |A0(f)| + |A1(f)| = 2n� � ���(���(� f 
� �����
��
(�
�
�

��� 
� A0(f) � A1(f) " 
����
!� #
����
��,� 8���#�
��# ��� ������;

�, |A0(f)| � 2=
3, |A0(f)| = 1�

���,@= +)9�"=� K�
(%�7 f(x̃) �����
���# � ���� �����@�

�� ���U7
(
��
�� 
��#���
��
4��#! F � ��������# (�

�(

�� � �#�� S� 5#�������7���6 F � 
��� ���
����� �� |A1(f)| �����&

�

! ���������
� %����� (����� �� (�
��! �������
 n (�

�(
�� ����#�

! x1, . . . , xn � ��&
������
 �
����7��� �� ���$��#�� �� F � 0�� ���!�� (�

�(
�� �������#��
� � �#! #���
 
���(�
�#�
�@�
��� � ��
�#� ��� 4�
(%�� 
�������
��
� � �#! S 
� 
����� �� A0(f)� (�( � 4�
(%��
f � ���
�#�7
 �
���
�� 2� D .
� ��
����
� �
� ��� 4�
(%�� 
�������
��
�� �(�7��� 
�������
�7�

��� 4�
(%�7 f(x̃)� #�$�
 �������
��� #���� ����� 
���(� 
� 
����� �� A1(f)� T
���
� A1(f) ��&
���
�� ���
!# ���$
��
����(�# 
��
�# ��� S � ���
� �$� 
� ������ ���
 2n − 2�


(���= +)9�"=� K�
(%�� f(x̃) �������
�� � 
��� 
� ���
�
��

�# 
����� σ̃ = (σ1, . . . , σn)�


��� �����
�����
 ����� ���U7
(%�7 Dσ̃(x̃) = xσ1
1 ∨ xσ2

2 ∨ . . . ∨ xσn
n � 	���#�# � �#� S �� n ��&

�������
� �����
�

! (�

�(
�� xσ11 , x
σ2
2 , . . . , x

σn
n � (�
����� ������
�� ��������
 )� ������
�#

���
��
��, Dσ̃(x̃)� >��!�! (�

�(
�� � S ���(�� ��� �������7
 
�
�������
�7 4�
(%�7 
���&
����
��
�� (�
���� �������
�� �� �� ��
�� ���U7
(%�� Dσ̃(x̃) �!���(���
��# (�(� &
� ���$��&
#! )����#�

! ,� �
����7�� 
�������
!# )������

!#, (�

�(
�#� 0��
� M " #
����
��
�����! 4�
(%��� �(�7��7��� �� ��
�7 4�
(%�7 f(x̃) = Dσ̃(x̃) � ��� 
�
�������
!� 4�
(%��

�������
��
� � �#! S� 0������
��� �
� (����� 4�
(%�� �� M �����
�����
 ����� ���U7
(&

%�7 ���� x
σi1
i1

∨ x
σi2
i2

∨ . . . ∨ x
σir
ir
, 1 � r � n� ��� (�
�
�

� 2� D .
� ��
����
� �
� ���� g, g′ "

���������
�� ���� 4�
(%�� �� M � 
� ��
� �� .
� 4�
(%��� �(���# g� �������
 
�(�
���7
����#�

�7 )���$��#��, xσii � �
��
�
��7��7 � ���$�� ���U7
(%��� ������
��� ��$� 
� 
�����
σ̃i = (σ1, . . . , σi−1, σi, σi+1, . . . , σn) 4�
(%�� g �������
�� � ���
�%�� � 4�
(%�� g′ " � 
���� G�&
�� 
����� ���
� #
����
�� T = {σ̃1, . . . , σ̃n}� 
� 
�$�� ��� �7��� ���! 4�
(%�� �� M � T 
����
��



������ ���	� 
����� ��
��� ��������	�� ������	�� ����� � � ��


����� 
� (�
���# 4�
(%�� �� ��

�� ���! ���
�#�7
 ���
!� �
���
��� � .
� ��
����
� �
� T
���
�����
 ���
!� ���$
��
����(�� 
��
 ���
! n� 0��(���(� n � 2n − 2 ��� n � 2� 
� � �� �
���#
������ 
�����#�� �%�
(� ������������ /�����
�
�� ��(���
��

��� ��(���
����
�� �
���$� 
�����
�
�� 
����#!� �
����7��$� ��#!(�
��# (�

�(
��� ���
�&

��
�� (�( 
�
���
� ��#�
�
�� ����!����� ��������
�� ������#�
�
� 5�����
��

!#6 ������#�
	 ������ |A1(f)| � 2 ��� ����

�� 4�
(%�� f #��
� ���
� (�

�(

�7 � �#�� #�������7��7 ��&
���@�

�7 (�
U7
(
��
�7 
��#���
�7 4��#� � 
����
!��7��7 
� ����� ��# 2n−2 #
���
����
)���U7
(%��,� 0��
!# ���$
��
����(�# 
��
�# ��� 
�� ����
 #
����
�� A0(f)� 
����
!��7��� 
�
����� 2n − 2 
������� D � ������ |A1(f)| = 1 4�
(%�7 f(x̃) = xσ11 x

σ2
2 . . . xσnn #��
� ���������
� %�&

���(�� �� (�

�(
�� xσ11 , x
σ2
2 , . . . , x

σn
n = ��� .
�# ���
!# ���$
��
����(�# 
��
�# 
�(�� � �#! ����


#
����
�� �� n 
������ σ̃1 = (σ1, σ2, . . . , σn), σ̃2 = (σ1, σ2, . . . , σn), . . . , σ̃n = (σ1, σ2, . . . , σn)� B����#�
��(���
��

'�������� ��������
�� �� *?+ ��� ��(���
����
�� ���

�@�
�� Dd
b−m(n) = 2n� 
� � ���
�#

���%�4�(� ����#�
����7�� �� ����� 
�������
��
��� 
�
���
� ������
� �%�
(� Dd
b (n) � 2n−1

� Dd
m(n) � 2n−1= ���
�� �����

��
�7 .
� ��������
�� �����
�� 
�� �
� �
� �������
�� ���

(�

�(

! � �#� �������7�� ��
��
!� 4�
(%���
8���
� �!���
�
� ��� 4�
�
����� �������(� 8KK' )����(
 L �1J2�J2299� 50�����#! ��
&


���� ����
��
� � 
����
��
� � 
����� �������7�� ���
�#6,�

01�023 4�56785�79

A $�%
�	� &�'� d�����	�������� 	��
�� ��	�
	��� ����������� ������ D F !����	 D�n� AGR\ 
I `�O84"� 6�B� m����
	��
 � ����
	����� ���� D F !����	 D�n� AGGI 
T jA�	��4"= .�#� B����
�� ��"��
����� D F C����� ��	��� I$$H 
\ `�O84"� 6�B� W �	�
�� ��	�������� ������ ��� �	
����
�� ���� KK D��	�� �������
	�	 �
����� �

������	��
�� g��������

�� �������� C�� TG m	�	��"����F !
������ ���������� ^W dm ^^^o� AGRT 
R$URH 

V `�O84"� 6�B� W ��	�������� ������ ������
�� � �������
�� KK D��	�� �������
	�	 �
����� � 	����
������� ����������� ������ C�� \$ m	�	��"����F !
������ ���������� ^W dm ^^^o� AGRT RHUGG 

# ,
O
�<� @�7� e	�
�� ���� ��� "���	��	�
�� �	
����
�� ���� KK e�	"���� ��"��
����� C�� IT D F
m����� AGH$ A$TUAAR 

0��
����� � ����(%�7
21�2?�32��

��� �����31

	���������	 �����	������ �	�����
2�	
����� ;�2��	E��2
����

� �2�����F����� �������	��� �	 ���
��

	�	� 4�)96&�,�

e�� "	�
��� �
���
��� �	���� ��������

	�	 ��������� �	����
� � ������	��
�
������	���� �������	�
	� ������� ����
�
�� ������Ul������� � ���	�
	������ �	�
��
����	� 
� ����	� � �	������
	� ��	��	��� 

�������� ��	�
� ����
�
�� ������Ul�������� ������ � �	������
	� ��	��	����
��������

�� ��������� ������	���� �������	�
	� �������� ���	�
	������ �	��
���� 

%&' 25=-(/*/045 *. /&' /)215.') -2/)0@ *. L/3)-Uj0*390,,' '>32/0*1 <0/& (0'4'<05' '1/0)'
(*/'1/02, .314/0*1 *1 2 43)9' 01 /&' 4*-(,'@ (,21' 05 *+/201': 21: 5/3:0': .*) ,2)8' 2+5*,3/'
92,3'5 *. /&' 5('4/)2, (2)2-'/') 

�
� ������ L/3)-Uj0*390,,' '>32/0*1� 43)9' 01 /&' 4*-(,'@ (,21'� 5('4/)2, (2)2-'/')�
25=-(/*/045 *. /&' /)215.') -2/)0@� (0'4'<05' '1/0)' (*/'1/02, .314/0*1 

/��#�
�� 
� ����@�� ����� ����
� �������

! ���������
�7 ��@�
�� ��!(
���

! ��44�&
��
%����
! ����
�
�� � (�#���(�
�� ����(��
� )�#� #�
�$��4�� *�J9+ � ������$��4�7 � 
� ,�

���������  ����!  ���

������� � ������ ��	
��
�
 �
��� ����
 0��Y ���� ��� !"#  +,.�EWTSR)* +,�-
./





