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Для приближённого вычисления криволинейного интеграла первого рода построена услож-

нённая квадратурная формула Симпсона и для классов дифференцируемых функций, задаваемых 

модулями непрерывности, найдена оценка её погрешности.  
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Симпсона – модуль непрерывности.

 

Рассмотрим задачу приближённого интегрирования криволинейного интеграла первого рода в 

форме линейной комбинации конечного числа значений подынтегральной функции  
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где   – некоторая плоская простая кривая, ( ) ( )f M f x y   — определённая на кривой   функция, 

kM   – узлы, kp  – коэффициенты, ( )NR f   – погрешность квадратурной формулы на функции 

( )f M .  

Через ( )Q LM  обозначим класс плоских спрямляемых кривых  , у которых длина равна L , 

кривизна кусочно-непрерывна и все они расположены в области 
2 2 2{( ) }Q x y x y L        

Известно [1], что параметрические уравнения кривой ( )Q L , отнесённой к длине дуги s  

как параметру, в прямоугольной системе координат Oxy  имеют вид  

 ( )   ( )   0x x s y y s s L        (2) 

Обозначим через [0 1]   0ks k N      значения длины дуги s  кривой  , которые соответст-

вуют точкам kM  , и перепишем формулу (1) в виде 
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где ( )   ( )x x s y y s    – параметрические уравнения кривой  , представленные в виде (2).  
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В этой статье будем рассматривать усложнённые квадратурные формулы [2], которые строят-

ся следующим образом. Отрезок [0 ]L  делят на N  равных частей точками 

    0ks kh h L N k N        и на каждом интервале 1[ ] 0k ks s k N      применяют заранее квадра-

турную формулу с узлами 1 1 2k m ks t t t s       и коэффициентами ( 1 2 )ip i m    . В резуль-

тате получим усложнённую квадратурную формулу  
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В этой статье мы дадим оценку погрешности усложнённой квадратурной формулы Симпсона, 

имеющей вид:  
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для классов дифференцируемых на отрезке [0 ]L  сложных функций  ( ) ( ) ( )
def

f x s y s F s   одного 

переменного, задаваемых модулями непрерывности. С этой целью вводим оператор набла " " , по-

лагая  
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и для 3 4k …    положим  

  1k kf f     (4) 

Через 
( ) ( ) [0 ]   k k

Q QW H W H L k      обозначим множество функций ( ) ( )f M f x y  , у 

которых почти всюду в области Q  существуют частные производные  
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и для любых двух точек 
  [0 ]s s L
 
    функция (4) удовлетворяет условию  

   

  ( )k k

s s s s
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где ( )   – заданный модуль непрерывности, то есть непрерывная неубывающая функция, в нуле 

равная нулю.  

Очевидно, что в обозначении сложной функции  ( ) ( ) ( )
def

F s f x s y s   производные 

 ( ) ( ) ( )
defk kF f x s y s   , а условие (5) означает, что  
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то есть функция 
( )( ) [0 ]kF s W H L   (см.,например, [2], стр. 19). Записав для произвольной функции 

(2)

Qf W H  как функции одного переменного  ( ) ( )f x s y s  формулу Тейлора с остаточным членом 

в интегральной форме Коши, принимая во внимание, что формула Симпсона точна для всех много-

членов третьей степени, остаток квадратурной формулы (3) запишем в виде  
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где для 1 2 1k N      положено  
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Так как  
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то для любого 
(2)

Qf W H  имеем:  
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Следуя схеме рассуждения работы [4], положим  
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и заметим, что 3( )sg  строго убывает на [0 3)h   и строго возрастает на ( 3 2]h h   , причём 

3( 2) 0h  g . Введём в рассмотрение функцию ( )t , которая определяется равенством:  

 3 3( ) (( ( ))    (0 3   3 ( ) 2)s s s h h s h           g g  

Используя лемму 5.1 из [3], будем иметь  
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Из (6) и (7) следует, что для любой функции 
(2)

Qf W H   
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где ( )s  – заданный модуль непрерывности.  

Если ( )s  выпуклый вверх модуль непрерывности, то в классе [0 ]H L   существует возрас-

тающая на [0 2]h   функция 0( )s , которая реализует в (7) точную верхнюю грань. Она имеет вид:  
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где 
1( )x 

 – функция, обратная к ( )x . 

С помощью равенств  
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продолжим 0( )t  на весь отрезок [0 ]L . Очевидно, что 0 [0 ]H L   .  

Пусть  0 0( ) ( ) ( )f x s y s F s   – функция, у которой  
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Тогда, используя схему рассуждений работы [4]  нетрудно подсчитать, что  
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Если ( )t  – выпуклый вверх модуль непрерывности, то в силу леммы 5.2 из [3] имеем:  
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где ( )s  – убывающая перестановка функции 3( )s g . В нашем случае ( ) ( )    (0 2)s y s s h       

и для любой 
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Для введённой выше функции  0 ( ) ( )f x s y s  здесь имеет место знак равенства. Если учесть (8), то 

получим окончательно для выпуклого вверх модуля непрерывности ( )t :  
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Оценку сверху для ( )NR f  , удобную для практического использования, можно получить 

таким образом. В силу монотонности ( )y x  из (8) имеем  
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где a  определяется из равенства:  

 

2

0

(0) ( )

h

a y y s ds



      

Легко подсчитать, что 
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неравенства (9) следует, что  
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БАЊОИ АНИЌИ ИНТЕГРОНИИ ТАЌРИБИИ ИНТЕГРАЛЊОИ 

КАЉХАТТАИ НАВЪИ ЯКУМ БАРОИ БАЪЗЕ СИНФИ 

ФУНКСИЯЊО ВА ХАТЊОИ КАЉ  

Донишгоњи миллии Тољикистон  

Барои њисобкунии таќрибии интегралњои каљхаттаи навъи якум формулаи квадратурии 

мураккабкардашудаи Симпсон сохта шуда, барои синфи функсияњои дифференсиронидашуда, 

ки ба воситаи модули бефосилагї дода мешаванд, хатогии формулањо бањо дода шудааст.  

Калимањои калидї: интегралњои каљхаттаи навъи якум – формулаи квадратурии мураккабкарда-

шудаи Симпсон – модули бефосилагї.  
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FUNCTIONS AND CURVING LINES  

Tajik National University  

For approximate computation of the curvilinear integrals of the first kind of complicated quadrature 

Simpson’s formula is constructed and for classes differentiable functions, which assigned by the modulus of 

continuity, in the error estimate is found.  

Key words: curvilinear integrals of the first kind – the complicated quadrature Simpson’s formula – modulus 

of continuity.  

 

 


