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Èññëåäóþòñÿ îáðàòèìûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé, îáðàòíûå ê êîòîðûì òàêæå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè. Êàê ïðèìåðû òàêèõ îïåðàòîðîâ
ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû, êîòîðûå â íåêîòîðûõ áàçèñàõ çàäàþòñÿ âåðõíèìè òðåóãîëüíûìè
ìàòðèöàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ îò åäèíè÷íûõ ìàòðèö òîëüêî ïåðâîé ñòðîêîé. Îïåðàòîðû òàêîãî
âèäà íàçâàíû îäíîêëåòî÷íûìè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé îáðàòèìûé îáûêíîâåííûé ëèíåéíûé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè îäíîêëåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Ïî-
êàçàíî, ÷åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îäíîêëåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ â òàêîé êîìïîçèöèè.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþòñÿ íà ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì, ïðè êîòîðûõ ïåðåìåííûå îäíîé ñèñòåìû âûðàæàþòñÿ íå òîëüêî ÷åðåç
ïåðåìåííûå äðóãîé ñèñòåìû, íî è èõ ïðîèçâîäíûå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòèìûå îáûêíîâåííûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû; ïðåîáðà-
çîâàíèå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ

Ââåäåíèå

Îáðàòèìûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [1, §2.3], òàêæå [2, 3]). Îïèñàíèþ îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [4, 5, 6, 7]. Â [4] ïîëó÷åíà
êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ, îñíîâàííàÿ íà ñîïîñòàâëåíèè êàæäîìó îáðàòèìîìó îïå-
ðàòîðó òàáëèöû ÷èñåë è îïèñàíèè ýòèõ òàáëèö íà íàãëÿäíîì ýëåìåíòàðíî-ãåîìåòðè÷åñêîì
ÿçûêå. Òàêèì îáðàçîì, îáðàòèìîìó ëèíåéíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðà-
òîðó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòàðíî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ d-ñõå-
ìîé êâàäðàòîâ. Â [5, 7] ïîëó÷åíî îïèñàíèå âñåõ îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ, èìåþùèõ îäíó è òó
æå d-ñõåìó. Â [5, 6] âñå óêàçàííûå ðåçóëüòàòû îáîáùåíû íà îáðàòèìûå îòîáðàæåíèÿ ôèëü-
òðîâàííûõ ìîäóëåé, ïîðîæäåííûå îäíèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì (òî÷íîå îïðåäåëåíèå ñì. â
ðàçä. 2). Òàêèå îòîáðàæåíèÿ áûëè íàçâàíû îáðàòèìûìè D-îïåðàòîðàìè. Áûëî ïîêàçàíî,
÷òî îáðàòèìûìè D-îïåðàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, îáðàòèìûå ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå
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îïåðàòîðû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, ëèíåàðèçàöèè C-ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. [2, 3])
è óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû.
Â äàííîé ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îäíîêëåòî÷íîãî D-îïåðàòîðà. Òàê íàçâàíû îáðàòè-

ìûå D-îïåðàòîðû, d-ñõåìû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç îäíîãî êâàäðàòà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáîé
îáðàòèìûé D-îïåðàòîð ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ îäíîêëåòî÷íûõ, ïðè÷åì ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî îäíîêëåòî÷íûõ D-îïåðàòîðîâ â òàêîé êîìïîçèöèè ðàâíî êîëè÷åñòâó êâàäðàòîâ
d-ñõåìû èñõîäíîãî D-îïåðàòîðà.
Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 1 îïðåäåëÿþòñÿ îáðàòèìûå ëèíåéíûå

äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Â ðàçä. 2 ôîðìóëèðóåòñÿ
îáîáùåíèå òàêèõ îïåðàòîðîâ, à â ðàçä. 3 | èõ ýëåìåíòàðíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè. Ðàçä. 4
ïîñâÿùåí îïèñàíèþ îáðàòèìûõ D-îïåðàòîðîâ, èìåþùèõ îäíó è òó æå d-ñõåìó. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðèâîäÿòñÿ â ðàçä. 5, à èõ äîêàçàòåëüñòâî | â ðàçä. 6, 7.

1. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü M | îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå; A = C∞(M) | àëãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà
M ; P , Q | ìîäóëè ãëàäêèõ (áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ) ñå÷åíèé äâóõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé ξ, ζ íàä M ðàçìåðíîñòè m è m0 ñîîòâåòñòâåííî (î òåîðèè ðàññëîåíèé ñì. [8,
ãë. 2, 3]). Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ôèêñèðîâàòü êîîðäèíàòó t íà M è êîîðäèíàòû p1, . . . ,
pm â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ ξ, òî ëþáîå ñå÷åíèå ýòîãî ðàññëîåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê
âåêòîðíóþ ôóíêöèþ p(t) = (p1(t), . . . , pm(t))T . Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò
äëÿ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ζ , êîîðäèíàòû â ñëîÿõ êîòîðîãî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç q1, . . . , qm0 .
Ïóñòü k| íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Îòîáðàæåíèå∆ èç P âQ, çàäàííîå

â êîîðäèíàòàõ ñîîòíîøåíèÿìè âèäà

∆
(
p(t)

)
= (q1(t), . . . , qm0(t))

T ∈ Q, qi(t) =
m∑

j=1

k∑
l=0

aijl(t)
dlpj(t)

dtl
, aijl ∈ A, (1)

íàçûâàþò ëèíåéíûì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì èç P â Q ïîðÿäêà ≤ k.
×åðåç ord∆ áóäåì îáîçíà÷àòü ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∆, ò.å. k = ord∆,

åñëè ∆| îïåðàòîð ïîðÿäêà íå âûøå k, íî íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïîðÿäêà íå âûøå k − 1.
Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð èç P = A â Q = A (ò.å. â ñëó÷àå m = m0 = 1)

íàçûâàþò ñêàëÿðíûì.
Ôîðìóëîé (a+∆)(p) = ∆(ap), p ∈ P , îïðåäåëèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ëèíåéíîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∆ èç P â Q íà ôóíêöèþ a ∈ A. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîðÿäêà íå âûøå k, äåéñòâóþùèõ èç P âQ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
A-ìîäóëü îòíîñèòåëüíî ýòîãî óìíîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòîò ìîäóëü ÷åðåç Diff+k (P ,Q). Èç
îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî Diff+k (P ,Q) ⊂ Diff+k+1(P ,Q) ïðè k ≥ 0. Îáúåäèíåíèå Diff+k (P ,Q)

äëÿ âñåõ k ≥ 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé A-ìîäóëü áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç Diff+∗ (P ,Q).
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Òàê êàê ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòîáðàæåíèÿ, òî
îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð ∆: P → Q íàçûâàþò (äâóñòîðîííå) îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð∆−1 : Q → P , ÷òî êîìïîçèöèÿ∆−1◦∆ åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ìîäóëÿ P , à êîìïîçèöèÿ ∆ ◦∆−1 | òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìîäóëÿ Q. Â ýòîì ñëó÷àå
îïåðàòîð ∆−1 íàçûâàþò îáðàòíûì ê ∆.
Â êîîðäèíàòàõ ýëåìåíòûP ,Q óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ñòîëáöîâ ôóíêöèé, à ëèíåéíûé

îïåðàòîð ∆: P → Q | â âèäå ìàòðèöû ñêàëÿðíûõ îïåðàòîðîâ. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî
îáðàòèìûé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð çàäàåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ ðàññëîåíèé ξ, ζ îïåðàòîðû∆ è∆−1, çàäàí-

íûå ìàòðèöàìè

∆ =


D D2 − t D3 − tD + t + 1

1 D D2

D2D3 − tDD4 − tD2 + (t + 1)D

 ,

∆−1 =


(t + 1)D2 D2 + 1−(t + 1)D − 1

tD2 − (t + 1)D + 1D2 −D −tD + t

−tD + 1 −D t

 ,

ãäåD =
d

dt
. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äàííûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.

2. Îáîáùåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Ëþáîé ëèíåéíûé îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∆: P → Q îïðåäå-
ëÿåò ãîìîìîðôèçì èç ìîäóëÿ Diff+∗ (A,P) â ìîäóëü Diff+∗ (A,Q). À èìåííî, îïåðàòîð β ∈
Diff+k (A,P) îòîáðàæàåòñÿ â îïåðàòîð α = ∆ ◦ β èç A â Q. Òàê êàê ïîðÿäîê êîìïîçèöèè
∆ ◦ β íå ìîæåò áûòü áîëüøå ñóììû ïîðÿäêîâ ∆ è β, òî α ∈ Diff+k+L(A,Q), ãäå L = ord∆.
Ìîäóëüíàÿ ñòðóêòóðà â Diff+∗ (A,P) è Diff+∗ (A,Q) âûáðàíà òàê, ÷òî äàííîå îòîáðàæåíèå
åñòü ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé. Åñëè îïåðàòîð ∆ îáðàòèì, òî óêàçàííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì. Íà îñíîâå äàííîé êîíñòðóêöèè ïîíÿòèå ëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [5, 6].
ÏóñòüM | ãëàäêîå (áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå) ìíîãîîáðàçèå; A = C∞(M); ξ0 ⊂

ξ1 ⊂ . . . ⊂ ξl ⊂ ξl+1 ⊂ . . . | ñèñòåìà âëîæåííûõ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
íàä ìíîãîîáðàçèåìM ; Gl | A-ìîäóëü ãëàäêèõ ñå÷åíèé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξl äëÿ l ≥ 0.
Òîãäà èìååì ñèñòåìó âëîæåííûõ ìîäóëåé G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gl ⊂ Gl+1 ⊂ . . . Îáîçíà÷èì
G =

∞
∪

l=0
Gl. Êðîìå òîãî, ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèåD : G −→ G, ÷òîD(Gl) ⊂ Gl+1

ïðè l ≥ 0, à ñîîòâåòñòâóþùèå ôàêòîðîòîáðàæåíèÿ

D :
Gl

Gl−1

→ Gl+1

Gl

, l ≥ 0, (2)
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ãäå G−1 = 0, åñòü èçîìîðôèçìû A-ìîäóëåé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî l ôàêòîðìîäóëü
Gl+1/Gl èçîìîðôåí G0/G−1 ' G0. Ïðè âûïîëíåíèè âñåõ ýòèõ óñëîâèé îòîáðàæåíèå D

áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùèì îïåðàòîðîì, à ìîäóëü G| ôèëüòðîâàííûì ìîäóëåì, ïîðî-
æäåííûì ìîäóëåì G0 è îïåðàòîðîì D (èëè, áîëåå êðàòêî, D-ïîðîæäåííûì ìîäóëåì). Ïðè
ýòîì, åñëè ýëåìåíò g ∈ G ëåæèò âGl\Gl−1, òî ÷èñëî l íàçûâàþòôèëüòðàöèåé ýòîãî ýëåìåíòà.
Ìîäóëü Diff+∗ (A,P) ÿâëÿåòñÿ D-ïîðîæäåííûì ìîäóëåì ñ ïîðîæäàþùèì îïåðàòîðîì D,

êîòîðûé ýëåìåíò β ∈ Diff+l (A,P) îòîáðàæàåò â åãî êîìïîçèöèþ ñ ïðîèçâîäíîé ïî t: Dβ =

β ◦ d

dt
(äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [4]).

Ãîìîìîðôèçì ∆ îäíîãî D-ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ F â äðóãîé D-ïîðîæäåííûé ìîäóëü G

íàçîâåì D-îïåðàòîðîì ïîðÿäêà íå âûøå l, åñëè îí êîììóòèðóåò ñ ïîðîæäàþùèìè îïåðà-
òîðàìè, ò.å. ∆ ◦DF = DG ◦∆, è óâåëè÷èâàåò ôèëüòðàöèþ ýëåìåíòîâ íå áîëåå, ÷åì íà l, ò.å.
∆(Fk) ⊂ Gk+l äëÿ ëþáîãî k ≥ 0, ãäå DF , DG | ïîðîæäàþùèå îïåðàòîðû, à {Fk}, {Gl}|
ñèñòåìû âëîæåííûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëåé F è G ñîîòâåòñòâåííî.

D-Îïåðàòîð ∆: F → G íàçîâåì îáðàòèìûì, åñëè ìîæíî óêàçàòü òàêîé D-îïåðàòîð
∆−1 : G → F , ÷òî êîìïîçèöèÿ ∆−1 ◦∆ åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå D-ïîðîæäåííîãî
ìîäóëÿ F , à êîìïîçèöèÿ ∆ ◦ ∆−1 | òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå D-ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ
G. Â ýòîì ñëó÷àå D-îïåðàòîð ∆−1 íàçîâåì îáðàòíûì ê ∆.
Ëþáîé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð èç P â Q ïîðÿäêà íå âûøå l îïðåäåëÿåò

D-îïåðàòîð ïîðÿäêà íå âûøå l èç D-ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ Diff+∗ (A,P) â D-ïîðîæäåííûé
ìîäóëü Diff+∗ (A,Q). Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îáðàòèì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó D-îïåðàòîð.
Ñëåäóþùèå äâà òèïà îáúåêòîâ òàêæå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê îáðàòèìûå D-îïåðàòîðû.

Ðàññìîòðèì ïîëèíîìû îò îäíîé ïåðåìåííîé. Êâàäðàòíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà, îïðå-
äåëèòåëü êîòîðîé åñòü íåíóëåâàÿ ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé [9, §60]. Ìîäóëü
ñòîëáöîâ îäíîãî ðàçìåðà, ñîñòîÿùèõ èç ïîëèíîìîâ, îáðàçóåò D-ïîðîæäåííûé ìîäóëü, åñëè
â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî îïåðàòîðà âçÿòü óìíîæåíèå ñòîëáöîâ íà ïîëèíîìèàëüíóþ ïåðå-
ìåííóþ. Óìíîæåíèå óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû íà ñòîëáåö åñòü îáðàòèìûé D-îïåðàòîð.
Îáðàòèìûå C-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà áåñêîíå÷íîì ïðîäîëæåíèè ñèñòåìû ñ

óïðàâëåíèåì (ïîäðîáíîñòè ñì. â [3]) òàêæå îïðåäåëÿþò îáðàòèìûå D-îïåðàòîðû. Ñîîò-
âåòñòâóþùèé D-ïîðîæäåííûé ìîäóëü åñòü ìîäóëü êàðòàíîâñêèõ ôîðì, à ïîðîæäàþùèé
îïåðàòîð ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî t íà áåñêîíå÷íîì ïðîäîëæåíèè ñèñòåìû ñ
óïðàâëåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå M åñòü áåñêîíå÷íîå ïðîäîëæåíèå ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì,
à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì (ñì. [2, ãë. 6], [3]). Îòìåòèì, ÷òî
ðåçóëüòàòû äàííîé ñòàòüè ïðèìåíèìû è ê ýòîìó áåñêîíå÷íîìåðíîìó ñëó÷àþ.
Èç îïðåäåëåíèÿ D-ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ F = ∪∞k=0Fk ñëåäóåò, ÷òî åñëè f1, . . . , fm |

áàçèñ ìîäóëÿ F0, òî Djfi, i = 1, m, j = 0, k, | áàçèñ ìîäóëÿ Fk. Èç îïðåäåëåíèÿ æå
D-îïåðàòîðà ∆: F → G ñëåäóåò, ÷òî

∆
( m∑

i=1

k∑
j=0

bijD
jfi

)
=

m∑
i=1

k∑
j=0

bijD
j∆(fi), bij ∈ A.
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Ïîýòîìó ëþáîé D-îïåðàòîð ∆ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ýëåìåíòîâ ∆(fi), i = 1, m. Åñëè
L = ord∆, òî óêàçàííûå ýëåìåíòû ëåæàò â GL. À åñëè e1, . . . , em0 | áàçèñ ìîäóëÿ G0, òî

∆(fi) =
m0∑
j=1

L∑
k=0

aijkD
kej, i = 1, m, aijk ∈ A.

Âûðàæåíèå âèäà
L∑

k=0
akD

k, ak ∈ A, aL 6= 0, îïðåäåëÿåòD-îïåðàòîð èçG âG, êîòîðûé óâå-
ëè÷èâàåò ôèëüòðàöèþ ýëåìåíòîâ G ðîâíî íà L. Òàêîé îïåðàòîð áóäåì íàçûâàòü ñêàëÿðíûì
D-îïåðàòîðîì ïîðÿäêà L. Òàê êàê ëþáîé D-îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ìîäóëåé
è êîììóòèðóåò ñ ïîðîæäàþùèìè îïåðàòîðàìè, òî îí êîììóòèðóåò è ñ ëþáûì ñêàëÿðíûì
D-îïåðàòîðîì.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé D-îïåðàòîð ∆ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñêàëÿðíûõ D-îïåðàòîðîâ

∆ij =
L∑

k=0

aijkD
k, i = 1, m, j = 1, m0.

3. Ñõåìû êâàäðàòîâ

Ïóñòü ∆ | îáðàòèìûé D-îïåðàòîð èç D-ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ F =
∞
∪

k=0
Fk â D-ïîðî-

æäåííûé ìîäóëü G =
∞
∪

l=0
Gl. Äëÿ ðàçëè÷íûõ k, l ≥ 0 ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèÿ ∆(Fk) ∩ Gl.

Ìîäóëè Gl,∆(Fk) ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè ãëàäêèõ ñå÷åíèé âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàäM . Îáî-
çíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññëîåíèÿ ÷åðåç ξl è ζk. Ïî îïðåäåëåíèþ ñëîè ýòèõ ðàññëîåíèé
íàä òî÷êîé t ∈ M èìåþò ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü, íå çàâèñÿùóþ îò t. Ïåðåñå÷åíèå ìî-
äóëåé ∆(Fk) ∩ Gl ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ãëàäêèõ ñå÷åíèé ïåðåñå÷åíèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ξl

è ζk. Ñëîè ïåðåñå÷åíèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ìîãóò èìåòü ðàçíóþ ðàçìåðíîñòü, çàâèñÿ-
ùóþ îò òî÷êè t ∈ M . Òàêîé îáúåêò íàçûâàþò âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ñ îñîáåííîñòÿìè.
Ïîä ðàçìåðíîñòüþ ìîäóëÿ R ãëàäêèõ ñå÷åíèé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè íàä
ìíîãîîáðàçèåì M ìû ïîíèìàåì öåëî÷èñëåííóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ òî÷êå t ∈ M ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå ðàçìåðíîñòü ñëîÿ ýòîãî ðàññëîåíèÿ íàä t. Îáîçíà÷èì ýòóôóíêöèþ÷åðåç dimR.
Ïóñòü L = ord∆, à K = ord∆−1. Òî÷êó t ∈ M áóäåì íàçûâàòü d-ðåãóëÿðíîé òî÷êîé

îáðàòèìîãî D-îïåðàòîðà ∆, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèå ñëîåâ
ξl è ζk èìååò ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü äëÿ ëþáûõ l = 0, L è k = 0, K. Òàêèì îáðàçîì, â
îêðåñòíîñòè d-ðåãóëÿðíîé òî÷êè äëÿ óêàçàííûõ k è l ôóíêöèè dim(∆(Fk) ∩Gl) ïîñòîÿííû.
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáðàòèìûå D-îïåðàòîðû òîëüêî â îêðåñòíîñòè d-ðåãóëÿðíûõ
òî÷åê.
Êàæäûé D-îïåðàòîð ∆ ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

dk,l = dim(∆(Fk) ∩Gl) äëÿ l, k ≥ 0. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

ρk,l = κk,l − κk−1,l−1, k, l ≥ 0, (3)

ãäå κk,l = dk,l− dk−1,l− dk,l−1 + dk−1,l−1 (ïîëàãàåì, ÷òî dk,l = κk,l = 0, åñëè k < 0 èëè l < 0).
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Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dk,l} âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {ρk,l}. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dk,l}| âîçðàñòàþùàÿ, à ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {ρk,l} èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ çíà÷åíèé (ñì. äàëåå).
Äëÿ îïèñàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ρk,l}, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàòèìûì D-îïåðàòîðàì,

ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ [4]. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé íàáîð êâàäðàòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â
ïåðâîé ÷åòâåðòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ó êîòîðûõ âåðøèíû èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîð-
äèíàòû, à ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Âåðõíåìó ïðàâîìó óãëó (ò.å. äàëüíåìó îò
íà÷àëà êîîðäèíàò) êàæäîãî êâàäðàòà ïðèïèøåì çíà÷åíèå −1, à íèæíåìó ëåâîìó óãëó (ò.å.
áëèæíåìó îò íà÷àëà êîîðäèíàò) | çíà÷åíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî êâàäðàòû ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ
è äàæå ñîâïàäàòü. Åñëè åñòü òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè íåñêîëüêèõ êâàäðàòîâ, çíà-
÷åíèÿ, íàçíà÷åííûå ïî êàæäîìó êâàäðàòó, â ýòèõ òî÷êàõ ñóììèðóåì. Îñòàëüíûì òî÷êàì
ïåðâîé ÷åòâåðòè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè ïðèïèøåì íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ρ̃k,l, k ≥ 0, l ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ak,l, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ρk,l = ρ̃k,l + ak,l

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

∞∑
k=0

ρk,l = 0 (l > 0);
∞∑
l=0

ρk,l = 0 (k > 0); (4)

∞∑
k=0

ρk,0 =
∞∑
l=0

ρ0,l = m, (5)

k−1∑
j=0

ρj,l ≥ zk,l,
l−1∑
j=0

ρk,j ≥ zk,l (k > 0, l > 0), (6)

ãäåm ∈ N, zk,l | êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ ñ âåðõíèì ïðàâûì óãëîì â òî÷êå (k, l).
Óêàçàííûé íàáîð êâàäðàòîâ áóäåì íàçûâàòü d-ñõåìîé êâàäðàòîâ, à ñîîòâåòñòâóþùóþ

ýòîìó íàáîðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρk,l}|m-òàáëèöåé d-ñõåìû êâàäðàòîâ.
Îòìåòèì, ÷òî d-ñõåìà êâàäðàòîâ îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρk,l} íåîäíîçíà÷íî, òàê

êàê ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak,l}, èñïîëüçóå-
ìîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ρk,l} (ïðèìåðû òàêèõ d-ñõåì ìîæíî íàéòè â [5, 7]).
Òåîðåìà 1 ([5, 7]). Ïóñòü F èG|D-ïîðîæäåíûå ìîäóëè, ïðè÷åì F0 ' Am ' G0. Òîãäà:

à) äëÿ âñÿêîãî îáðàòèìîãîD-îïåðàòîðà èç F âG ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρk,l}, ïîñòðîåííàÿ
ñîãëàñíîôîðìóëàì (3), â îêðåñòíîñòè d-ðåãóëÿðíîé òî÷êè ñîâïàäàåò ñm-òàáëèöåé íåêîòîðîé
d-ñõåìû êâàäðàòîâ;
á) åñëè d-ñõåìà êâàäðàòîâ èìååò m-òàáëèöó, òî ñóùåñòâóåò îáðàòèìûé D-îïåðàòîð èç F

â G, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρk,l} êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ äàííîém-òàáëèöåé.

Ïðèìåð 2. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû äâå d-ñõåìû è èõ òàáëèöû ÷èñåë {ρk,l}. Äàííûå
d-ñõåìû èíòåðåñíû òåì, ÷òî ïåðâàÿ ñîñòîèò èç îäíîãî êâàäðàòà, à âòîðàÿ åñòü d-ñõåìà äëÿ
îïåðàòîðà èç ïðèìåðà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρk,l} ýòîãî îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñ èçîáðà-
æåííîé íà ðèñ. 1 3-òàáëèöåé d-ñõåìû. Êâàäðàòû d-ñõåì âûäåëåíû ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.
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Ðèñ. 1

Òàáëèöû ρk,l èçîáðàæåíû ãðàôè÷åñêè òàê, ÷òî ÷åðíûì öâåòîì âûäåëåíû öåëî÷èñëåííûå
òî÷êè (k, l), äëÿ êîòîðûõ ρk,l 6= 0. Çíà÷åíèå ρk,l óêàçàíî ñïðàâà ñâåðõó îò òî÷êè (k, l). Â
îñòàëüíûõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ ρk,l íóëåâûå.

4. Êîíñòðóèðîâàíèå îáðàòèìûõ D-îïåðàòîðîâ

Ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü îáðàòèìûé D-îïåðàòîð ïî çàäàííîé d-ñõåìå è êàêèå ñòðóê-
òóðû äëÿ ýòîãî åùå íóæíî çàäàòü. Ïóñòü çàäàíà d-ñõåìà êâàäðàòîâ, äëÿ íåå ïîñòðîåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ρ̃k,l, íàéäåíû òàêèå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ak,l, ÷òî íàáîð
{ρk,l = ρ̃k,l + ak,l} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4){(6). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ìíîæåñòâî âåðõíèõ
ïðàâûõ óãëîâ êâàäðàòîâ d-ñõåìû, à ÷åðåçB|ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ äâóõ ñëåäóþùèõ òèïîâ.
Ýëåìåíòû ïåðâîãî òèïà | ýòî íèæíèå ëåâûå óãëû êâàäðàòîâ. Äëÿ êàæäîé ïàðû (k, l) ñó-
ùåñòâóåò ak,l ýëåìåíòîâ âòîðîãî òèïà ñ êîîðäèíàòàìè (k, l). Â B íåò äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Èç
ðàâåíñòâ (4){(5) ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ÷èñåë ak,l ðàâíà m. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî B èìååò íà m

ýëåìåíòîâ áîëüøå, ÷åì ìíîæåñòâî Z.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zk,l ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ Z ñ êîîðäèíàòàìè (k, l), à ÷åðåç Bk,l |

àíàëîãè÷íîå ïîäìíîæåñòâî â B. Äëÿ ýëåìåíòà β ìíîæåñòâà B èëè Z îáîçíà÷èì ÷åðåç c1(β)

åãî ïåðâóþ êîîðäèíàòó, à ÷åðåç c2(β) | åãî âòîðóþ êîîðäèíàòó. Äëÿ ýëåìåíòîâ β1 è β2 èç
ìíîæåñòâ B è Z ââåäåì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ïîðÿäêà:

β1 ≺ β2 ⇐⇒ c1(β1) ≤ c1(β2), c2(β1) ≤ c2(β2), c1(β1) + c2(β1) < c1(β2) + c2(β2).

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ ξ ∈ Z, β ∈ B ñêàëÿðíûé D-îïåðàòîð
�ξ,β , óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Åñëè β ≺ ξ, òî�ξ,β åñòü ñêàëÿðíûéD-îïåðàòîð ïîðÿäêà íå áîëüøå, ÷åì è c1(ξ)−c1(β),
è c2(ξ)− c2(β). Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, ò.å. êîãäà β ⊀ ξ, ïîëàãàåì �ξ,β = 0.
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2. Â ñëó÷àå, êîãäà ξ è β ñîîòâåòñòâóþò óãëàì îäíîãî êâàäðàòà, ïîðÿäîê îïåðàòîðà �ξ,β

ðàâåí c1(ξ) − c1(β). Äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ β ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîé äèàãîíàëè ñ ξ

(ò.å. c1(ξ)− c1(β) = c2(ξ)− c2(β)) ïîðÿäîê îïåðàòîðà �ξ,β ñòðîãî ìåíüøå c1(ξ)− c1(β).
3. Äëÿ ëþáîãî k > 0 â êàæäîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M

íåâûðîæäåíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ôóíêöèé

(�ξ,β), ξ ∈ Zk,j, j > 0, β ∈ Bk,i, i ≥ 0. (7)

Òî, ÷òî ýòà ìàòðèöà êâàäðàòíàÿ, ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿZk,j, Bk,i è èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (4).
Òî, ÷òî îíà ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ò.å. ñêàëÿðíûõ D-îïåðàòîðîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà, ñëåäóåò èç
óñëîâèÿ (à).
4. Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî l > 0 íåâûðîæäåíà ìàòðèöà

(�ξ,β), ξ ∈ Zj,l, j > 0, β ∈ Bi,l, i ≥ 0. (8)

Çàìåòèì, ÷òî îáå êîîðäèíàòû ëþáîãî ýëåìåíòà èç Z ïîëîæèòåëüíû. Ïîýòîìó ÷èñëî ρk,0

ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ â ïîäìíîæåñòâå Bk,0. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâî B èìååò m ýëåìåíòîâ ñ íóëåâîé âòîðîé êîîðäèíàòîé. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç
β1, . . . , βm. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî B èìååò m ýëåìåíòîâ ñ íóëåâîé
ïåðâîé êîîðäèíàòîé. Îáîçíà÷èì ýòè ýëåìåíòû ÷åðåç β1

1 , . . . , β1
m. Êàæäîìó ýëåìåíòó β ∈ B

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ∇β ∈ G, îïðåäåëåííûé óñëîâèÿìè:

À) ýëåìåíòû ∇β1 , . . . , ∇βm îáðàçóþò áàçèñ ìîäóëÿ G0;
Á) äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Z èìååì ∑

β≺ξ

�ξ,β(∇β) = 0. (9)

Èñïîëüçóÿ (9) è íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèö (8) ïðè l > 0, ëþáîé ýëåìåíò ∇β ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòû ∇β14, c2(β1) < c2(β). Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ∇β ∈ G, β ∈ B,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ áàçèñîì ìîäóëÿ G0 è íàáîðîì ñêàëÿðíûõ D-îïåðàòîðîâ �ξ,β . Â
÷àñòíîñòè, èìååì

∇β1
i

=
m∑

j=1

∆ij(∇βj
), i = 1, m, (10)

ãäå ∆ij | íåêîòîðûå ñêàëÿðíûå D-îïåðàòîðû.
Âûáåðåì êàêîé-ëèáî áàçèñ f1, . . . , fm ìîäóëÿF0 è îïðåäåëèì èñêîìûé îáðàòèìûéD-îïå-

ðàòîð ∆ óñëîâèåì
∆(fi) = ∇β1

i
, i = 1, m. (11)

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî (∆ij) åñòü ìàòðèöà ñêàëÿðíûõD-îïåðàòîðîâ, îïðåäåëÿþùàÿD-îïåðàòîð
∆. Àíàëîãè÷íî

∇βj
=

m∑
i=1

∆−1
ji (∇β1

i
), j = 1, m. (12)

D-Îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé (∆−1
ji ) åñòü îáðàòíûé ê ∆.
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Òàêèì îáðàçîì, îáðàòèìûé D-îïåðàòîð ∆ èç D-ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ F â D-ïîðîæäåí-
íûé ìîäóëü G îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé d-ñõåìîé êâàäðàòîâ, âûáîðîì ñêàëÿðíûõ
D-îïåðàòîðîâ �ξ,β , ξ ∈ Z, β ∈ B, è âûáîðîì áàçèñîâ ìîäóëåé G0 è F0. Ïðè ýòîì D-îïåðà-
òîðû �ξ,β îïðåäåëÿþòñÿ îáðàòèìûì D-îïåðàòîðîì ∆ íåîäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, óìíî-
æèì ñëåâà êàæäûé ñêàëÿðíûé D-îïåðàòîð �ξ,β ñ ôèêñèðîâàííûì ξ ∈ Z è âñåâîçìîæíûìè
β ∈ B íà îäíó è òó æå íåíóëåâóþ ôóíêöèþ. Ïîëó÷èì äðóãîé íàáîð D-îïåðàòîðîâ �ξ,β ,
ξ ∈ Z,β ∈ B. Îäíàêî ðåøåíèÿ∇β , β ∈ B, íîâîé è ñòàðîé ñèñòåì óðàâíåíèé (9) áóäóò ñîâïà-
äàòü. À çíà÷èò, âçàèìíî îáðàòíûåD-îïåðàòîðû∆ è∆−1 íå ìåíÿþòñÿ. Àíàëîãè÷íî, èçìåíèâ
íóìåðàöèþ ýëåìåíòîâ áàçèñîâ ìîäóëåé G0 è F0, ïîëó÷èì äðóãèå áàçèñû, ñîîòâåòñòâóþùèå
òîé æå ïàðå îáðàòèìûõ D-îïåðàòîðîâ ∆ è ∆−1.
Ïóñòü ∆: F → G | îáðàòèìûé D-îïåðàòîð, L = ord∆, à K = ord∆−1. Äëÿ k, l ≥ 0

îáîçíà÷èì ÷åðåç Gk,l ïîäìîäóëü

Gl ∩∆(Fk) + Gl−1

Gl−1

ìîäóëÿ Gl/Gl−1. Òàê êàê D-îïåðàòîð ∆ êîììóòèðóåò ñ ïîðîæäàþùèì îïåðàòîðîì D, òî
ôàêòîðîòîáðàæåíèå (2) îòîáðàæàåò Gk,l â Gk+1,l+1. Îáîçíà÷èì

Hk,l,s = {α ∈ Gk,l : Dsα ∈ Gk+s−1,l+s} , k, l ≥ 0, s > 0.

d-Ðåãóëÿðíóþ òî÷êó t ∈ M îáðàòèìîãî D-îïåðàòîðà ∆ áóäåì íàçûâàòü s-ðåãóëÿðíîé, åñëè
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ìîäóëè Hk,l,s èìåþò ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü ïðè 0 ≤
k ≤ K, 0 ≤ l ≤ L è 0 < s ≤ min {k, l}.
Òåîðåìà 2 ([5, 7]). Ïóñòü F èG|D-ïîðîæäåíûå ìîäóëè, ïðè÷åì F0 ' Am ' G0. Òîãäà:

à) äëÿ çàäàííûõ d-ñõåìû êâàäðàòîâ è åå m-òàáëèöû, à òàêæå ñêàëÿðíûõ D-îïåðàòîðîâ
�ξ,β , ξ ∈ Z, β ∈ B, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1{4, è áàçèñîâ ìîäóëåé G0 è F0 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé îáðàòèìûé D-îïåðàòîð èç F â G, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèÿìè (10){(11);
á) äëÿ ëþáîãî îáðàòèìîãîD-îïåðàòîðà∆: F → G ñóùåñòâóþò òàêèå ñêàëÿðíûåD-îïå-

ðàòîðû �ξ,β , ξ ∈ Z, β ∈ B, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1{4, è áàçèñû ìîäóëåé G0 è F0, ÷òî
â îêðåñòíîñòè s-ðåãóëÿðíîé òî÷êè D-îïåðàòîð ∆ èìååò âèä (10){(11).

Òåîðåìà 3 ([5, 7]). Ìíîæåñòâî d-ðåãóëÿðíûõ òî÷åê è ìíîæåñòâî s-ðåãóëÿðíûõ òî÷åê
ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè âñþäó ïëîòíûìè ìíîæåñòâàìè âM .

5. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Îáðàòèìûé D-îïåðàòîð, d-ñõåìà êîòîðîãî ñîñòîèò èç îäíîãî êâàäðàòà, áóäåì íàçûâàòü
îäíîêëåòî÷íûì.
Òàê êàê d-ñõåìà îáðàòíîãî D-îïåðàòîðà ∆−1 ïîëó÷àåòñÿ èç d-ñõåìû D-îïåðàòîðà ∆ çåð-

êàëüíûì îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ïåðâîé ÷åòâåðòè, òî îáðàòíûé D-îïåðàòîð
ê îäíîêëåòî÷íîìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîêëåòî÷íûì (ñì. ïåðâóþ d-ñõåìó íà ðèñ. 1).
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü F èG|D-ïîðîæäåííûå ìîäóëè, ïðè÷åì F0 ' Am ' G0. Äëÿ ëþáîãî
îäíîêëåòî÷íîãî D-îïåðàòîðà ∆: F → G ñóùåñòâóþò áàçèñû ìîäóëåé G0 è F0, â êîòîðûõ
ìàòðèöà ∆ èìååò áëî÷íûé âèä  1 �

0 E

 , (13)

ãäå � | ñòðîêà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñêàëÿðíûõ D-îïåðàòîðîâ �ξ,β D-îïåðàòîðà ∆ (ñì. òåî-
ðåìó 2), 0 | ñòîëáåö íóëåâûõ D-îïåðàòîðîâ, E | åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ìàêñèìàëüíûé
ïîðÿäîê D-îïåðàòîðîâ èç ñòðîêè � ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì êâàäðàòà d-ñõåìû ∆.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü F è G | D-ïîðîæäåíûå ìîäóëè, ïðè÷åì F0 ' Am ' G0. Ëþáîé

îáðàòèìûé D-îïåðàòîð ∆: F → G â îêðåñòíîñòè s-ðåãóëÿðíîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîìïîçèöèþ îäíîêëåòî÷íûõ. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îäíîêëåòî÷íûõ D-îïåðàòîðîâ â òà-
êîé êîìïîçèöèè ðàâíî êîëè÷åñòâó êâàäðàòîâ d-ñõåìû D-îïåðàòîðà ∆.
Èç ñôîðìóëèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé

àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ îáðàòèìûõ D-îïåðàòîðîâ â âèäå êîìïîçèöèè îäíîêëåòî÷íûõ.

Ýòàï 1. Íàõîäèì d-ðåãóëÿðíûå òî÷êè è òàáëèöû ÷èñåë dk,l, κk,l è ρk,l. Ñòðîèì d-ñõåìó
êâàäðàòîâ.
Ýòàï 2. Íàõîäèì s-ðåãóëÿðíûå òî÷êè è íàáîðû ñêàëÿðíûõ D-îïåðàòîðîâ �ξ,β . Ôèêñè-

ðóåì s-ðåãóëÿðíóþ òî÷êó t è áàçèñû ìîäóëåé G0 è F0 â åå îêðåñòíîñòè.
Ýòàï 3. Â îêðåñòíîñòè s-ðåãóëÿðíîé òî÷êè t íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîêëåòî÷-

íûõ D-îïåðàòîðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) íàõîäèì k0 | ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðâîé êîîðäèíàòû ýëåìåíòîâ Z;
2) íàõîäèì i0 | ìàêñèìàëüíûé èç íîìåðîâ i, äëÿ êîòîðûõ Bk0,i 6= ∅;
3) âûáèðàåì òàêèå ýëåìåíòû β0 ∈ Bk0,i0 è ξ0 ∈ Zk0,l0 , ÷òî �ξ0,β0(t) 6= 0;
4) âûáèðàåì òàêîé ýëåìåíò∇β0 ∈ ∆(Fk0) ∩Gi0 è áàçèñ∇β1

1
, . . . ,∇β1

m
ìîäóëÿ ∆(F0), ÷òî

ñîîòíîøåíèå (9) äëÿ ξ0 èìååò âèä

∇β1
1
+

m∑
j=2

�ξ0,β1
j
(∇β1

j
)−∇β0 = 0.

5) ñòðîèì îäíîêëåòî÷íûé D-îïåðàòîð ∆1 âèäà (13), ãäå � =
(
�ξ0,β1

2
, . . . , �ξ0,β1

m

)
;

6) åñëèD-îïåðàòîð∆◦∆1 íå ÿâëÿåòñÿ îäíîêëåòî÷íûì, òî çàìåíÿåì∆ íà∆◦∆1 è ïîâòî-
ðÿåì ýòàïû 1{3 äëÿ ýòîãîD-îïåðàòîðà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì íàáîð îäíîêëåòî÷íûõ
D-îïåðàòîðîâ, êîìïîçèöèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì îïåðàòîðîì.

Ïðèìåð 3. Ïðèìåíåíèå ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà ê îïåðàòîðó ∆ èç ïðèìåðà 1 äàåò
ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â îáëàñòè t 6= −1:

∆ =


0 0 −(t + 1)

1 0 0

0 1 −(t + 1)D

 ◦


1 0 0

1
t + 1

D 1 0

− 1
t + 1

D 0 1

 ◦


1 D 0

0
1

t + 1
0

0
t

t + 1
1

 ◦


1 0 0

0 1 D

0 0 −1

 .
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6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4

Ëþáàÿ m-òàáëèöà d-ñõåìû, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî êâàäðàòà, èìååò âèä, óêàçàííûé íà
ðèñ. 1, ïðè÷åì m ≥ 2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íèæíèé ëåâûé óãîë åäèíñòâåííîãî êâàäðàòà
ðàñïîëàãàåòñÿ íà íåíóëåâîé ñòðîêå èëè ñòîëáöå, òî äëÿ ýòîé ñòðîêè (ñòîëáöà) íå âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå (4). Ïîýòîìó íèæíèé ëåâûé óãîë êâàäðàòà ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî â òî÷êå
(0, 0), à òîãäà âåðõíèé ïðàâûé óãîë êâàäðàòà ðàñïîëàãàåòñÿ â òî÷êå (r, r), ãäå r | ðàçìåð
êâàäðàòà. Îïÿòü æå èç óñëîâèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî íà ïðÿìûõ k = r è l = r äîëæíû ëåæàòü
ïî îäíîé åäèíèöå. Åñëè åäèíèöà ëåæèò, íàïðèìåð, â òî÷êå (k0, r) è k0 > 0, òî óñëîâèå (4)
íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ k = k0. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíèöû ëåæàò â òî÷êàõ (0, r) è (r, 0), à âíå
òî÷åê (r, r), (0, r), (r, 0), (0, 0) ðàñïîëàãàþòñÿ íóëè. Íàêîíåö, èç óñëîâèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî
ρ0,0 = m− 1. Òàê êàê â òî÷êå (0, 0) ëåæèò íèæíèé ëåâûé óãîë êâàäðàòà, òîm− 1 ≥ 1.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàòèìîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîém-òàáëèöå èñïîëüçóåì

èçëîæåííûé âûøå àëãîðèòì (ñì. ðàçä. 4). Â äàííîì ñëó÷àå òî÷êà ñî çíà÷åíèåì −1 òîëüêî
îäíà, åå êîîðäèíàòû (r, r), è åé ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Z, êîòîðûé
ìû îáîçíà÷èì ξ. Òî÷êàì (0, r), (r, 0) è (0, 0) ñîîòâåòñòâóþò m + 1 ýëåìåíò ìíîæåñòâà
B. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç β1, . . . , βm+1 ñ ó÷åòîì ñëåäóþùåãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó íèìè è
êîîðäèíàòàìè:

β1 = (0, r), β2 = . . . = βm = (0, 0), βm+1 = (r, 0).

Äëÿ äàííîé d-ñõåìû óïðîñòèì ââåäåííûå ðàíåå îáîçíà÷åíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�j = �ξ,βj
, ∇j = ∇βj

, j = 1, m+1.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì 1{4 è ðèñ. 1, �1 è �m+1 | íåíóëåâûå ñêàëÿðíûå D-îïåðàòîðû
íóëåâîãî ïîðÿäêà (íåíóëåâûå ôóíêöèè), �2, . . . , �m | D-îïåðàòîðû ïîðÿäêà íå âûøå
r (D-îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íèæíåìó ëåâîìó óãëó êâàäðàòà èìååò ïîðÿäîê ðîâíî r,
îñòàëüíûå | ìåíüøå r). Òàê êàê êâàäðàò d-ñõåìû îäèí, ñèñòåìà (9) ñîñòîèò èç îäíîãî
óðàâíåíèÿ âèäà

m+1∑
i=1

�i(∇i) = 0. (14)

Ïî ïîñòðîåíèþ,∇1, . . . ,∇m |áàçèñ ìîäóëÿG0,∇m+1,∇2, . . . ,∇m |áàçèñ ìîäóëÿ∆(F0).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî�1 è�m+1|íåíóëåâûå ôóíêöèè, çàìåíèì áàçèñíûå ýëåìåíòû∇1 íà�1(∇1)

è ∇m+1 íà −�m+1(∇m+1). Ïîëó÷èì äðóãèå áàçèñû ìîäóëåé G0 è ∆(F0), ýëåìåíòû êîòîðûõ
ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àòü ∇1, . . . , ∇m+1. Òîãäà óðàâíåíèå (14) ïðèíèìàåò âèä

∇1 +
m∑

i=2

�i(∇i)−∇m+1 = 0.

Èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå, âûðàçèì ýëåìåíòû∇m+1,∇2, . . . ,∇m ÷åðåç ýëåìåíòû∇1, . . . ,∇m.
Ïîëó÷èì ìàòðèöó îáðàòèìîãîD-îïåðàòîðà∆ âèäà (13), ãäå� = (�2, . . . , �m). Â çàêëþ÷å-
íèå çàìåòèì, ÷òîD-îïåðàòîð∆ èçîìîðôíî îòîáðàæàåò ìîäóëü F0 â ìîäóëü∆(F0). Ïîýòîìó
çàìåíà áàçèñà ∆(F0) îçíà÷àåò çàìåíó áàçèñà F0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòèæåíèÿ (13) ìû
ñîîòâåñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàëè áàçèñû ìîäóëåé G0 è F0.
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7. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5

Ðàññìîòðèì d-ñõåìó êâàäðàòîâ îáðàòèìîãî D-îïåðàòîðà ∆: F → G, à òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóþùèé íàáîð ñêàëÿðíûõ D-îïåðàòîðîâ �ξ,β , ξ ∈ Z, β ∈ B, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
1{4, è áàçèñû ìîäóëåéG0 è F0 (ñì. òåîðåìó 2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç zk,l è bk,l |êîëè÷åñòâî ýëå-
ìåíòîâ â Zk,l è Bk,l ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü k0 | ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðâîé êîîðäèíàòû
ýëåìåíòîâ Z. Òîãäà k0 > 0, òàê êàê îáå êîîðäèíàòû ëþáîãî ýëåìåíòà èç Z ïîëîæèòåëüíû.
Èç îïðåäåëåíèÿm-òàáëèöû d-ñõåìû êâàäðàòîâ ñëåäóåò, ÷òî

ρj,l = bj,l − zj,l, j ≥ 0, l ≥ 0. (15)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è ðàâåíñòâà zk,l = 0, âåðíîãî ïðè k < k0, âòîðîå ðàâåíñòâî â (4)
ïðè 0 < k < k0 ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∞∑
l=0

bk,l = 0.

À òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ bk,l ≥ 0, òî bk,l = 0 äëÿ âñåõ k è l èç ïîñëåäíåé ñóììû, ò.å. ïðè
0 < k < k0, l ≥ 0.
Ïîñêîëüêó zk0,l > 0 äëÿ íåêîòîðîãî l, èç (4) è (15) ñëåäóåò, ÷òî íå âñå ÷èñëà bk0,i, i ≥ 0,

íóëåâûå. Ñðåäè íîìåðîâ i, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ bk0,i 6= 0, âûáåðåì ìàêñèìàëüíûé.
Îáîçíà÷èì åãî i0. Âûáåðåì ýëåìåíò β0 ∈ Bk0,i0 . Ðàññìîòðèì êàêóþ-ëèáî s-ðåãóëÿðíóþ
òî÷êó t ∈ M è ìàòðèöó (7), ñîîòâåòñòâóþùóþ íîìåðó k = k0. Óñëîâèå 4 îçíà÷àåò, ÷òî ýòà
ìàòðèöà íåâûðîæäåíà â òî÷êå t. Ïîýòîìó ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó β0, íåíóëåâîé.
Âûáåðåì òàêîé ýëåìåíò ξ0 ∈ Zk0,l0 , ÷òî �ξ0,β0(t) 6= 0. Èç óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî β0 ≺ ξ0, à
çíà÷èò, i0 < l0.
Òàê êàê bk,l = 0 ïðè k0 > k > 0, è bk0,i = 0 ïðè i > i0, òî ñîîòíîøåíèå (9) äëÿ ξ0 ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå∑
β∈B0,l0

�ξ0,β(∇β) +
∑

β∈B0,l, l<l0

�ξ0,β(∇β) +
∑

β∈Bk0,l, l≤i0

�ξ0,β(∇β) = 0. (16)

Ïåðâàÿ ñóììà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ëåæèò â ∆(F0) ∩ Gl0 è íå ëåæèò â Gl0−1, èíà÷å óñëîâèå 4
äëÿ l = l0 íå âûïîëíÿåòñÿ. Ýëåìåíòû ∇β , β ∈ B0,l, l < l0, èç âòîðîé ñóììû â (16) ëåæàò
â ∆(F0) ∩ Gl0−1. Íàêîíåö, èç óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî D-îïåðàòîðû �ξ0,β èç òðåòüåé ñóììû
â (16) íóëåâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê äëÿ íèõ c1(β) = c1(ξ0). Ïîýòîìó òðåòüÿ ñóììà ëåæèò â
∆(Fk0) ∩Gi0 è íå ðàâíà íóëþ, èíà÷å íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3 äëÿ k = k0. Îáîçíà÷èì

∇̃ = −
∑

β∈Bk0,l, l≤i0

�ξ0,β(∇β). (17)

Íàïîìíèì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 è 2 â [5, 7]), ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ 0, l ≥ 0 ìíîæåñòâî
Bk,l îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ôàêòîð-ìîäóëÿ

Bk,l =
Gl ∩∆(Fk)

Gl ∩∆(Fk−1) + Gl−1 ∩∆(Fk) + D(Gl−1 ∩∆(Fk−1))
,
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à ýëåìåíò ∇β ââîäèòñÿ êàê ýëåìåíò ìîäóëÿ Gl ∩ ∆(Fk), ôàêòîð-ýëåìåíò êîòîðîãî åñòü áà-
çèñíûé ýëåìåíò ìîäóëÿ Bk,l, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó β ∈ Bk,l. Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó
β0 ∈ Bk0,i0 , òî ôàêòîð-ýëåìåíò ýëåìåíòà ∇β0 åñòü áàçèñíûé ýëåìåíò ìîäóëÿ Bk0,i0 .
Çàìåíèì∇β0 íà ∇̃ è îñòàâèì íåèçìåííûìè îñòàëüíûå ýëåìåíòû∇β , β ∈ B, β 6= β0. Òàê

êàê �ξ0,β0(t) 6= 0, òî íàáîð ôàêòîð-ýëåìåíòîâ ýëåìåíòîâ ∇β , β ∈ Bk0,i0 , β 6= β0, è ∇̃ áóäåò
íîâûì áàçèñîì ìîäóëÿ Bk0,i0 .
Âûáåðåì òàêîé áàçèñ ∇β1

1
, . . . , ∇β1

m
ìîäóëÿ ∆(F0), ÷òî ∇β1

2
, . . . , ∇β1

s
åñòü áàçèñ ìîäóëÿ

∆(F0) ∩Gl0−1, à
∇β1

1
=

∑
β∈B0,l0

�ξ0,β(∇β). (18)

Ýëåìåíòû ∆−1(∇β1
1
), . . . , ∆−1(∇β1

m
) îáðàçóþò íîâûé áàçèñ ìîäóëÿ F0. Ïðè ïåðåõîäå îò

ñòàðûõ áàçèñîâ ìîäóëåé F0 è Bk0,i0 ê íîâûì áàçèñàì óêàçàííîãî òèïà ìåíÿþòñÿ íå òîëüêî
ýëåìåíòû ∇β , íî è ñêàëÿðíûå D-îïåðàòîðû �ξ,β . Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì èñïîëüçîâàòü òå æå
ñàìûå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è ðàíüøå. Ó÷èòûâàÿ (17) è (18), à òàêæå òî, ÷òî ýëåìåíòû ∇β èç
âòîðîé ñóììû â (16) ëåæàò â ∆(F0) ∩ Gl0−1, à çíà÷èò, ïðèíàäëåæàò íàáîðó ∇β1

2
, . . . , ∇β1

s
,

ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (16) â âèäå

∇β1
1
+

s∑
j=2

�ξ0,β1
j
(∇β1

j
)−∇β0 = 0. (19)

Ðàññìîòðèì ïîäìîäóëü ìîäóëÿ Fk0 :

F 1
0 = spanA

{
∆−1(∇β0), ∆−1(∇β1

2
), . . . , ∆−1(∇β1

m
)
}
,

à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé åìó D-ïîðîæäåííûé ìîäóëü F 1 è D-îïåðàòîð ∆1 : F 1 → F ,
êîòîðûé â óêàçàííûõ áàçèñàõ F 1

0 è F0 èìååò ìàòðèöó (13), ãäå

� =
(
�ξ0,β1

2
, . . . , �ξ0,β1

s
, 0, . . . , 0

)
. (20)

Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî D-îïåðàòîð ∆1 îäíîêëåòî÷íûé, à çíà÷èò, îáðàòèìûé.
Ïîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ d-ñõåìû êîìïîçèöèè∆ ◦∆1 íà 1 ìåíüøå êîëè÷åñòâà

êâàäðàòîâ d-ñõåìû îáðàòèìîãîD-îïåðàòîðà∆. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà îáðàòèìîãîD-îïå-
ðàòîðà ∆ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (10), ãäå ∇β1 , . . . , ∇βm | çàäàííûé áàçèñ ìîäóëÿ
G0, à∇β1

1
, . . . ,∇β1

m
|âûáðàííûé áàçèñ ìîäóëÿ∆(F0). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû

îáðàòèìîãî D-îïåðàòîðà ∆ ◦∆1 èñïîëüçóåòñÿ òîò æå íàáîð ýëåìåíòîâ ∇β , êðîìå ∇β0 , è òîò
æå íàáîð ñêàëÿðíûõ D-îïåðàòîðîâ �ξ,β , êðîìå �ξ0,β , β ≺ ξ0. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ è â ìíîæåñòâå B, è â ìíîæåñòâå Z äëÿ êîìïîçèöèè ∆ ◦ ∆1 íà åäèíèöó ìåíüøå,
÷åì äëÿ∆. Ïîñêîëüêó êàæäîìó ýëåìåíòó Z ñîîòâåòñòâóåò îäèí êâàäðàò d-ñõåìû, êîëè÷åñòâî
êâàäðàòîâ d-ñõåìû êîìïîçèöèè∆◦∆1 íà åäèíèöó ìåíüøå êîëè÷åñòâà êâàäðàòîâ d-ñõåìû∆.
Ïðèìåíÿÿ ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ê îáðàòèìîìó D-îïåðàòîðó ∆ ◦∆1, à çàòåì ïîñëå-

äîâàòåëüíî ê ïîëó÷àþùèìñÿ êîìïîçèöèÿì c îäíîêëåòî÷íûìè D-îïåðàòîðàìè ∆2, . . . , ∆k,
ïðèõîäèì ê îáðàòèìîìóD-îïåðàòîðó∆0 = ∆◦∆1 ◦ . . .◦∆k, d-ñõåìà êîòîðîãî ñîñòîèò èç îä-
íîãî êâàäðàòà. Ïî òåîðåìå 4D-îïåðàòîð∆0 îäíîêëåòî÷íûé. Ïîýòîìó∆ = ∆0◦∆−1

k ◦. . .◦∆−1
1

åñòü êîìïîçèöèÿ îäíîêëåòî÷íûõ. Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå 57

http://mathmelpub.ru


Çàêëþ÷åíèå

Îòìåòèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ îäíîêëåòî÷íûõ D-îïåðàòîðîâ, êîòîðûå â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ áàçèñàõ èìåþò âèä (13) ñ � = �a è � = �b ñîîòâåòñòâåííî, åñòü îäíîêëåòî÷íûé
D-îïåðàòîð âèäà (13) ñ � = �a + �b. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî îäíîêëåòî÷íûõ D-îïåðàòî-
ðîâ â ðàçëîæåíèè îáðàòèìîãî D-îïåðàòîðà ìîæåò áûòü è áîëüøå êîëè÷åñòâà êâàäðàòîâ åãî
d-ñõåìû. Â òåîðåìå 5 èäåò ðå÷ü òîëüêî î ìèíèìàëüíîì êîëè÷åñòâå îäíîêëåòî÷íûõD-îïåðà-
òîðîâ â ðàçëîæåíèè.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 è àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ îáðàòèìûõ D-îïåðàòîðîâ â âèäå êîì-

ïîçèöèè îäíîêëåòî÷íûõ èç ï. 5 ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ
áîëåå îáùèõ ôèëüòðîâàííûõ ìîäóëåé, îáðàçóþùèå êîòîðûõ ëåæàò íå òîëüêî â G0, íî è â
Gi, i > 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñòðîåííûé îäíîêëåòî÷íûé D-îïåðàòîð ∆1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
è àëãîðèòì) äåéñòâóåò èç ìîäóëÿ F 1 â ìîäóëü F . Îáðàçóþùèå ∆−1(∇β1

2
), . . . , ∆−1(∇β1

m
)

ìîäóëÿ F 1 ëåæàò â F 1
0 ∩ F0, à îáðàçóþùèé ∆−1(∇β0)| â F 1

0 ∩ Fk0 .
Ìîäóëè F è F 1 ñîâïàäàþò è êàê ìîäóëè, è êàê ìíîæåñòâà, íî ïðè ýòîì îòëè÷àþòñÿ

ôèëüòðàöèåé. Ïåðåõîä îò ∆ ê ∆ ◦∆1 îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ñìåíó ôèëüòðàöèè â F . Íî ïðè
ñìåíå ôèëüòðàöèè ìåíÿåòñÿ d-ñõåìà êâàäðàòîâ. Ïîýòîìó ýòàïû 1 è 2 àëãîðèòìà ïðèõîäèòñÿ
âûïîëíÿòü äëÿ îïåðàòîðà ∆ ◦∆1.
Îäíàêî ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ïîêàçûâàþò, ÷òî ñäâèã ôèëüòðàöèè ïðè ïåðåõîäå

îò ∆ ê ∆ ◦∆1 è ýòàïû 1 è 2 äëÿ ∆ ◦∆1 âûïîëíÿòü íå îáÿçàòåëüíî. Äîñòàòî÷íî ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðåîáðàçîâûâàòü ñîîòíîøåíèÿ (9) ê âèäó (19) è ñòðîèòü îäíîêëåòî÷íûåD-îïåðàòîðû
âèäà (13), (20). Äëÿ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ýòîãî âàðèàíòà àëãîðèòìà íåîáõîäèìî îáîáùèòü
ðåçóëüòàòû ðàáîò [4, 5, 6, 7] è ýòîé ðàáîòû íà ñëó÷àé îòîáðàæåíèé ôèëüòðîâàííûõ ìîäóëåé,
îáðàçóþùèå êîòîðûõ ëåæàò íå òîëüêî â G0, íî è â Gi, i > 0.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 16-07-01153).
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Invertible Linear Ordinary Differential Operators
Represented as a Composition of the Simplest Operators
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This article is a sequel to the earlier articles, which describe the invertible ordinary differential
operators and their generalizations. The generalizations are invertible mappings of filtered modules
generated by one differentiation, and are called invertibleD-operators. In particular, invertible or-
dinary linear differential operators, invertible linear difference operators with periodic coefficients,
maps defined by unimodular matrices, and C-transformations of control systems are invertible
D-operators. C-Transformations are those invertible transformations for which the variables of
one system are expressed in terms of the variables of the other system and their derivatives.

In the article we consider the invertible D-operators whose inverses areD-operators of the same
type. In previous papers, a classification of invertible D-operators was obtained. Namely, a table
of integers was associated to each invertible D-operator. These tables were described in a clear
elementary-geometric language. Thus, to each invertible D-operator one assigns an elementary-
geometric model, which is called a d-scheme of squares. The class of invertibleD-operators having
the same d-scheme was also described.

In this paper, the invertible D-operators whose d-schemes consist of a single square are called
unicellular. It is proved that any unicellular operator in some bases is given by an upper triangular
matrix that differs from the identity matrix only by the first row. The main result is representation
of the arbitrary invertible D-operator as a composition of unicellular operators. The minimum
number of unicellular operators in such a composition is equal to the number of squares of the
d-scheme of the original D-operator. As in previous papers, the used method is based on the
description of d-schemes in the language of spectral sequences of algebraic complexes.

The results obtained can be useful in the transformation and classification of control systems,
in particular to describe flat systems.
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