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СВОБОДНЫЕ ИЗГИБНО-РАДИАЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
ТОНКОЙ КРУГОВОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ, 

НЕСУЩЕЙ ПРИСОЕДИНЕННУЮ МАССУ

В рамках теории пологих оболочек изучено влияние малой сосредоточенной 
массы на собственные динамические характеристики оболочки. Предложено уточ-
нение математической модели, предполагающей, что присоединенная масса, уже 
в линейной постановке, приводит к взаимодействию сопряженных изгибных форм 
колебаний с радиальными. Обнаружено более сильное расщепление изгибного 
частотного спектра, обусловленное не только наличием присоединенной массы, 
но и параметрами волнообразования, характеризующими относительную длину и 
толщину оболочки. 

Ключевые слова: круговая цилиндрическая оболочка, присоединенная мас-
са, изгибно-радиальные колебания, расщепление, изгибный частотный спектр, па-
раметр волнообразования.

Тонкие оболочечные конструкции часто встречаются в строительной инду-
стрии. Одним из инновационных направлений в области строительства являет-
ся возведение зданий и сооружений в среде водного пространства. Конструкции 
подводных туннелей неизбежно характеризуются наличием присоединенной 
(сосредоточенной или распределенной по некоторой поверхности) массы, обу-
словленной конструктивной, прочностной или эксплуатационной необходимо-
стью [1—4]. Такая система оболочка — масса в условиях эксплуатации подвер-
гается интенсивным динамическим, в частности, периодическим нагрузкам, 
что требует повышенной точности к расчетам [5—8].

В научной литературе имеется большое число публикаций по изучению 
динамических характеристик оболочек, несущих присоединенную массу. 
Однако на сегодняшний день теоретические результаты не всегда согласуются 
с численными и экспериментальными данными [9—13]. Так, например, в [2, 
11] обнаружено, что снижение меньшей из расщепленных собственных частот 
более сильное, чем это предсказывает традиционная теория [10]. Несколько 
позже в [3] установлено, что эффект влияния присоединенной массы зависит 
не только от ее величины, как это следует из традиционного решения [10], но и 
от геометрических параметров оболочки. 

Данное обстоятельство требует уточнения традиционной математической 
модели. 

Математическая модель. Рассматривается оболочка массой M
0
, радиусом 

R, длиной l и толщиной h, к которой при x = x
0
, y = y

0
 присоединена масса M. 

Изучаются колебания вблизи основного резонанса.
Уравнения движения. Анализ, как и в [10], основывается на уравнениях 

движения теории пологих оболочек, которые имеют вид [14]
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В (1) ( )3 212 1D Eh  = −m   — цилиндрическая жесткость, где E — модуль 
Юнга; m — коэффициент Пуассона; 4∇  — бигармонический оператор Лапласа; 
F(x, y, t) — функция напряжений; r — массовая плотность; t — время; 
d(x, y) — функция Дирака.

Конечномерная модель. При использовании вариационного метода, полу-
чаемый результат в значительной степени зависит от задаваемой формы дина-
мического прогиба. 

Традиционных подход [10] к построению линейной конечномерной моде-
ли предполагает, что присоединенная масса приводит к взаимодействию со-
пряженных изгибных форм sinbysinax и cosbycosax (b = n/R; a = p/l, где n — 
число образовавшихся волн при изгибных колебаниях), сдвинутых в окружном 
направлении на угол p/2. В этом случае упругий прогиб свободно опертой по 
торцам оболочки аппроксимируется выражением

[ ]1 2( , , ) ( )sin ( )cos sin .w x y t f t y f t y x= b + b a 	 (2)
В настоящей работе предлагается уточнение конечномерной модели (2). 

Считается, что присоединенная масса приводит не только к связанности со-
пряженных изгибных форм, но и к взаимодействию низкочастотных изгибных 
колебаний оболочки с высокочастотными радиальными колебаниями. Прогиб 
оболочки в новом подходе имеет вид: 

( )1 2 3 4( , , ) ( )sin ( )cos ( ) sin ( )sin3 ,w x y t f t y f t y f t x f t x= b + b + a + a 	 (3) 
где дополнительно введенные обобщенные координаты к (2) f

3
(t) и f

4
(t) отвеча-

ют радиальным колебаниям.
Различные варианты конечномерных моделей рассмотрены и в [15—17].
Модальные уравнения. Выражение прогиба (3) подставляется в уравнение 

совместности (1). Находится функция напряжений F(x, y, t) и удовлетворяются 
условия периодической непрерывности динамических напряжений и отсут-
ствия перемещений торцов оболочки в плоскости. 

[ ]1 2 3 4( , , ) ( )sin ( )cos ( ) sin 9 ( )sin3 ,x y t t y t y t x t xF = F b +F b +F a + F a 	 (4)
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Подставляя (3) и (4) в дифференциальное уравнение движения (1) и при-
меняя процедуру метода Бубнова — Галеркина, получаем систему динамиче-
ских уравнений:
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В (5) ( )1
2 4 21 12 1 ,p   = + eq −m     ( )2

2 4 2p     — ква-
драты безразмерных частот радиальных колебаний оболочки без присоеди-
ненной массы; ( ) ( ) ( )2 22 2 2 4 21 12 1 1n

   w = e + q −m + q + q   
 — квадрат безраз-

мерной частоты изгибных колебаний оболочки без присоединенной массы; 
( )22 2n h Re =  и ( ) ( )R nlq = p  — параметры волнообразования, характери-

зующие относительную толщину и длину оболочки соответственно; точка-
ми обозначено дифференцирование по безразмерному времени t = l

n
t, где 

2 2 2
n nE Rl = w r  — квадрат собственной частоты.

Из системы модальных уравнений (5) видно, что присоединенная масса 
приводит не только к связанности сопряженных изгибных форм, но и к взаимо-
действию изгибных колебаний оболочки с радиальными. При этом радиальные 
колебания выступают в качестве дополнительной инерционной связи между 
сопряженными изгибными формами. 

Частоты колебаний. Из частотного уравнения, соответствующего (5), най-
дены безразмерные собственные частоты оболочки, несущей присоединенную 
массу ni ni nW = w w  (i = 1, 2, 3, 4; w

ni
 — безразмерная частота изгибных колеба-

ний оболочки с присоединенной массой), не зависящие от круговой координаты 
y

0
 — места крепления массы. Первым двум W

n1, Wn2
 соответствуют преимуще-

ственно изгибные колебания, остальным — преимущественно радиальные. 
Меньшая из расщепленных собственных частот W

n1
 в новом решении за-

висит не только от величины присоединенной массы, но и от параметров e и q. 
На рис. 1. показано снижение Ω

n1
 в зависимости от 0 ,M M  e и q. Кривая 1 со-

ответствует традиционному теоретическому решению [10]. Кривая 2 — ново-
му решению при e = 0,5, q = 0,1 и кривая 3 — при e = 1 и q = 1,5. Расчеты вы-
полнены для случая крепления 
массы при x

0
 = l/2.

На рис. 2 продемонстриро-
вано влияние волновых параме-
тров при 0 0,01 :M M =  а — e; 
б — q. Прямой сплошной лини-
ей 1 по-прежнему представлено 
теоретическое решение [10], не 
зависящее от параметров вол-
нообразования. Штриховой, 
штрихпунктирной и пунктирной 
линиями — новое решение за-
висимости от волновых параме-
тров e и q. Рис. 1. Влияние M/M0, q при e = 0,1 на W

n01
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Рис. 2. Влияние параметров волнообразования e и q на W

n1
 

На рис. 2 видно, что с ростом ε и θ меньшая из расщепленных собственных 
частот оболочки, несущей присоединенную массу, снижается, причем сниже-
ние частоты существенное. Традиционное решение совпадает с новым только 
для относительно длинных и толстых оболочек. 

Стоит отметить, что значительное снижение частоты W
n1

 при креплении 
«незначительной» величины присоединенной массы было обнаружено в экс-
периментальных исследованиях [2]. 

Большая из расщепленных собственных частот W
n2

 и в новом, и в традици-
онном решениях равна 1.

Частоты преимущественно радиальных колебаний при определенных зна-
чениях e и q могут быть соизмеримы с частотами преимущественно изгибных 
колебаний (рис. 3). 

Это означает, что резонанс мо-
жет наступить не только при часто-
тах W

n1
 и W

n2, но и при близкой им 
частоте радиальных колебаний W

n4, 
и при W

n3, которая W
n2 < Wn3 < Wn4

.
Выводы. Уточненная мате-

матическая модель позволила 
установить, что присоединенная 
масса уже в линейной постановке 
связывает сопряженные изгибные 
формы круговой цилиндрической 
оболочки и приводит к взаимодей-
ствию низкочастотных изгибных 
колебаний с высокочастотными ра-
диальными колебаниями. При этом радиальные колебания выступают в каче-
стве дополнительной инерционной связи между сопряженными изгибными 
формами. 

Сосредоточенная масса приводит к расщеплению изгибного частотного 
спектра. Меньшая из расщепленных собственных частот снижается, причем 
снижение частоты зависит не только от величины присоединенной массы, но и 

Рис. 3. Влияние параметров волнообра-
зования e и q на W

n4
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от параметров волнообразования e и q, характеризующих относительную тол-
щину и длину оболочки. Большая из расщепленных частот не меняет своего 
значения и равна частоте колебаний оболочки без массы. 

Установлено, что при некоторых значениях e и q частоты преимуществен-
но радиальных колебаний могут быть соизмеримы с частотами преимуще-
ственно изгибных колебаний оболочки, несущей присоединенную массу. Это 
значит, что вследствие вынуждающей нагрузки нерезонансные зоны, опреде-
ленные согласно традиционной математической модели, по существу могут 
быть резонансными.

Полученные в работе результаты необходимо учитывать при оценке дина-
мической прочности проектируемых оболочечных конструкций.

Уточненная конечномерная модель, учитывающая радиальные колебания, 
позволила получить результаты количественно, а главное, качественно лучше 
согласующиеся с численными расчетами и опытными данными, что может по-
требовать уточнения уже решенных ранее задач динамики.
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S.V. Seregin

FREE FLEXURAL RADIAL VIBRATIONS OF A THIN CIRCULAR CYLINDRICAL  
SHELL BEARING ADDED MASS

The author comes up with a refined mathematical model contemplating that added 
mass facilitates interaction between coupled flexural and radial vibrations in the linear 
setting. The author has identified a higher splitting of the flexural frequency spectrum due 
to the presence of the added mass and the wave generation parameters that character-
ize the relative length and thickness of the shell. Within the framework of the shallow-
shell theory, the influence of the small concentrated mass onto natural dynamic proper-
ties of the shell is exposed to research. The refined mathematical model was employed 
to identify that the added mass binds the coupled flexural shape of the circular cylindrical 
shell and facilitates interaction between low-frequency flexural vibrations and high-fre-
quency radial vibrations. Moreover, radial vibrations act as a supplementary inertial link 
between coupled flexural shapes. Due to the availability of the exciting load, non-reso-
nant areas, identified through the application of the traditional mathematical model, can 
be resonant in essence. The findings of this research must be considered in the course 
of the assessment of the dynamic strength of any shell structures designed. This refined 
finite-dimensional model, capable of recognizing radial vibrations, has generated the 
results that comply with numerical analyses and experimental data both quantitatively 
and qualitatively. Therefore, dynamic problems that have already been resolved may 
need refinement. 

Key words: circular cylindrical shell, added mass, flexural radial vibrations, split-
ting, flexural frequency spectrum, wave generation parameter.
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