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Рассматривается проблема преобразования кинематических возмущений в направлении скорости 
подачи при продольном точении в траектории формообразующих движений инструмента относи-
тельно детали. При этом учитываются как упругие деформационные смещения вершины инструмен-
та относительно исполнительных элементов станка, так и свойства динамической связи, формируе-
мой процессом резания. Главное внимание уделяется динамике преобразования. Приводятся примеры 
анализа, а также даются рекомендации по выбору режимов и параметров системы. 

Ключевые слова: процесс точения; кинематические возмущения; динамика; формообразование. 

The article deal with a problem of conversion kinematic perturbations towards feed speed in the longitudi-
nal turning in shape-generating movement trajectories of the tool relative to the part. In this respect the elastic 
deformation of the vertex tool relative to the elements of machining and the properties of the dynamic feed 
generated by the cutting process. The focus is on the dynamics of conversion. Shows examples of the analysis 
and recommendations on the selection of regimes and parameters of the system. 

Keywords: process of turning; kinematic perturbations; dynamic; shape-generating. 
 

Постановка проблемы 

Любой металлорежущий станок имеет по-
грешности движения исполнительных элементов, 
зависящие от его текущей точности. Для токар-
ного станка – это погрешность движения попе-
речного и продольного суппортов, а также вра-
щения шпинделя в направлениях их подвижно-
сти и ортогональных к ним [1 – 4]. При построе-
нии систем управления процессами обработки на 
металлорежущих станках приходится считаться с 

тем, что все траектории движения исполнитель-
ных элементов станка зависят не только от 
управления, но и от возмущений [5 – 7]. Эти 
возмущения характеризуют предельно достижи-
мую точность обработки на данном станке [8 – 
12] и влияют на динамическое качество системы 
резания [13 – 21].  

В предлагаемом исследовании рассматри-
вается проблема влияния кинематических воз-
мущений в направлении движения продольного 
суппорта на траектории формообразующих дви-
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Рис. 1. Ориентация осей деформаций и сил, действующих на режущий инструмент 
 

жений вершины инструмента относительно дета-
ли. Кинематические возмущения обусловлены, 
прежде всего, конструктивными несовершенст-
вами при изготовлении механической части при-
водов подачи и вращения шпинделя, а также их 
изменениями при эксплуатации.  

Обоснование математической  
модели продольного точения с учетом  

кинематических возмущений  
в направлении подачи 

При моделировании будем опираться на 
гипотезы, подробно проанализированные ранее 
[13 – 21]. Начало координат рассматривается в 
точке контакта вершины инструмента с деталью 
в предположении, что упругие деформации от-
сутствуют (рис. 1). Упругие деформации инст-
румента (1)

1 2 3( ) { ( ), ( ), ( )}TX t X t X t X t рассматри-

ваются в пространстве (1) 3( )X t  , а обрабаты-
ваемой детали – в точке контакта с ней вершины 
инструмента 1( )Z t  . Если заданы силы  

1 2 3 4( ) { ( ), ( ), ( ), ( )}TF t F t F t F t F t (здесь 2 4( ) ( )F t F t ),  

то деформации определяются  

         

2

2 ( )d X dXm h cX F t
dtdt

   ,                 (1) 

где 1 2 3{ , , , }TX X X X Z  – вектор упругих де-
формаций инструмента (первые три координаты) 
и детали Z  в направлении, указанном на рис. 1; 

(1)
0 ( )F t , (2)

0 ( )F t , (3)
0 ( )F t  – модули составляющей 

силы резания, формируемой в области передней 
грани инструмента, и сил, действующих на его 
задние грани; 
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(1) (1) (2) (2) (3) (3)
1 0 1 0 1 0

(1) (1) (2) (2) (3) (3)
2 0 2 0 2 0

(1) (1) (2) (2) (3) (3)
3 0 3 0 3 0

(1) (1) (2) (2) (3) (3)
2 0 2 0 2 0

( ) {[ ( ) ( ) ( )],

[ ( ) ( ) ( )],

[ ( ) ( ) ( )],

[ ( ) ( ) ( )]}T

F t F t F t F t

F t F t F t

F t F t F t

F t F t F t

   

   

   

  

 

всех сил на оси 1 2 3{ , , , }X X X Z ; (1) (1) (1) (1)
1 2 3 2{ , , , }    

(1) (1) (1) (1)
1 2 3 2{ , , , }T    , (2) (2) (2) (2)

1 2 3 2{ , , , }T    , (3) (3) (3) (3)
1 2 3 2{ , , , }T      

– угловые коэффициенты ориентации главной 
составляющей силы резания и сил, формируемых 
в области контакта задних граней инструмента с 
обработанной частью детали (они определяются 
углами  , 1  и  , физико-механическими ха-
рактеристиками обрабатываемого материала и 
условиями обработки, прежде всего процессами 
в области контакта передней поверхности со 
стружкой);  

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
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 – соответственно  

диагональная матрица инерционных коэффици-
ентов и положительно определенные симметрич-
ные матрицы диссипации и упругости. Все па-
раметры подсистем определяются по правилам, 
изложенным, например, в [22 – 25]. Представле-
ние (1) справедливо в частотном диапазоне, ог-
раниченном сверху первыми формами колеба-
ний. В отличие от ранее рассмотренных случаев 
модель (1) учитывает, кроме главной состав-
ляющей силы, имеющей модуль (1)

0 ( )F t , еще 
силы, действующие на задние поверхности инст-
румента (2)

0 ( )F t и (3)
0 ( )F t . Причем, ориентация 

этих сил определяется своими угловыми коэф-
фициентами. Ранее силы (2)

0 ( )F t  и (3)
0 ( )F t  не 

принимались во внимание, так как рассматрива-
лись малые вариации упругих деформаций в 
окрестности равновесия. В дальнейшем мы бу-
дем пользоваться синергетической концепцией 
анализа [11, 12]. Поэтому силы, формируемые в 
области сопряжения инструмента с деталью, 

необходимо представить в координатах состоя-
ния системы, определяющих движение вершины 
инструмента относительно детали. Они склады-
ваются из заданных траекторий движения ис-
полнительных элементов, возмущений и упругих 
деформаций. Эти координаты формируют топо-
логию обработанной поверхности и определяют 
все основные показатели точности, макро- и мик-
рорельефа.  

Таким образом, систему (1) необходимо 
дополнить моделью сил в координатах состоя-
ния. Прежде всего, рассмотрим силы (1)F , фор-
мируемые в области передней грани инструмен-
та. Следуя представлениям, изложенным ранее в 
[22 – 26], модуль сил, действующих на перед-
нюю поверхность инструмента, можно предста-
вить в виде  

 

(1) (0)
2

0,1 1 1

( )

{ ( ) ( ) ( )} ,

p

t

t T

F t X Z

V V v d


   

        (2)
 

где 0,1( )V   – скорость продольного суппорта; 

1( )V t  – кинематические возмущения скорости; 

1( )v t  – скорость упругих деформаций по направ-
лению оси движения суппорта;   – коэффициент 
давления стружки на инструмент, кг/мм2. Все 
скорости в (2) измеряются в мм/с, а деформаци-
онные смещения – в мм. В (2) полагается, что 
время оборота детали constT  . Кроме этого, 
учтем, что в скоростном диапазоне (0,6 – 3,0) м/с 
при обработке большинства сталей зависимость 

0 0( )V  можно аппроксимировать выражением  

 0 0 0 1 0( ) [(1 exp( )]V V    ,   

где   – безразмерный коэффициент; 1  – пара-
метр, определяющий крутизну уменьшения дав-
ления при увеличении скорости, с/мм. 

Учтем запаздывание сил по отношению к 
изменениям площади срезаемого слоя [12]. Тогда  

(1) (Э)
0 1 0 30

(Э)
(0)(Э)

2

1,0 1 1

( ) {(1 )exp[ ( / )]} ;

( ) ( ) { ( ) ( )}

{ [ ( ) ( )] },

p P

t

t T

F t V dX dt S

dS tT S t t X t Z t
dt

V V t v t dt


    



    


   



 (3) 

где (Э)S  – эффективная площадь, позволяющая 
учесть запаздывание сил резания; pT  – постоян-

– проекции 
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ная времени; (0)
Pt  – припуск без учета упругих 

деформаций. Представление (3) отличается от 
ранее рассмотренного тем, что учитывается ки-
нематическое возмущение 1( )V t . Очевидно, что 
по смыслу формирования функции 1( )V t  вы-

полняется условие 1
0

1 ( ) 0
t

t

V t dt
t 

  , сама же 

функция является периодической функцией вре-
мени. Рассмотрим также силы (2) ( )F t  и (3) ( )F t . 
Они зависят от сближения задних граней инст-
румента с деталью. Так как скорость резания на 
порядок и более превышает скорость подачи, то 
вариациями скорости резания за счет упругих 
деформаций можно пренебречь. Тогда силы, 
действующие на задние грани, можно считать 
зависящими только от скоростей инструмента  
в сторону заготовки. В связи с этим необходимо 
преобразовать скорости упругих деформаций  
в пространстве 3

1 2 3{ , , }PX X X   к направле- 
ниям сближения поверхностей (пространства 

(1) (1) (1) 3
11 2 3{ , , }PX X X   и (2) (2) (2) 3

11 2 3{ , , }PX X X  ) 
(рис. 2). Очевидно, проекции скоростей на на-
правление сближения определяются  

(1)
0,1 1 1 21

(2) (1) (1)
0,1 1 1 21

( ) [ ( ) ( )]sin ( )cos ;

( ) [ ( ) ( )]sin ( )cos ,

V t V V t v t v t

V t V V t v t v t

     

      

(4)  

где 1 1( ) / ( )v t dX dt ; 2 2( ) / ( ) / ( )v t dX dt dZ dt  . 
При традиционной схеме точения углы инстру-
мента (1) и / 2   являются величинами ма-
лыми. Поэтому  

 

(1)
0,1 1 11

(2)
21

( ) [ ( ) ( )];

( ) ( ).

V t V V t v t

V t v t

   


  
(5) 

При необходимости можно легко учесть 
взаимное влияние скоростей в двух ортогональ-
ных направлениях на основе соотношений (4). 
Приведем аппроксимацию модулей сил (2)

0 ( )F t и 
(3)

0 ( )F t  в координатах состояния, т. е. в значени-

ях скоростей в направлениях 1X  и 2X . При 
анализе ограничимся соотношениями (5).  

 

(2) (2)
2 0,1 1 10

(3) (3)
3 20

exp [ ( ) ( )];

exp [ ( )],

F F V V t v t

F F v t

   

    

 

 

где (2)
0F и (3)

0F  – модули сил, формируемые в 
области контакта задних граней инструмента с 
заготовкой при нулевом значении скоростей уп-
ругих деформаций и кинематических возмуще-
ний; 2  и 3  – параметры, характеризующие 
крутизну увеличения сил в зависимости от ско-
ростей, с/мм. Параметры 2  и 3  при прочих 
неизменных условиях зависят от задних углов 
инструмента.  

 
Рис. 2. Схема определения скоростей в направлениях задних граней инструмента 
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Полную модель сил можно представить в 
виде  

(1) (Э)
0 1 0 3

(2) (2)
2 1 10

(3) (3)
3 20

(Э)
(0)( )

2

1,0 1 1 2 4

{[ [(1 )exp( ( / ))]

exp [ ( ) ( )]

exp [ ( )]}, 1,2,3,4;

( ) ( ) { ( ) ( )}

{ [ ( ) ( )] }; .

i i

i

i

Э
p P

t

t T

F V dX dt S

F V t v t

F v t i

dS tT S t t X t Z t
dt

V V t v t dt F F


      

    

   

    

   

(6) 

Таким образом, базовое уравнение возму-
щенной динамической системы представляет 
систему (1), в которой правая часть представлена 
силами в координатах состояния (6).  

Закономерности преобразования 
кинематических возмущений в траектории 

формообразующих движений 
Кинематические возмущения, формируе-

мые осевыми биениями шпинделя и возмуще-
ниями со стороны привода подачи, характеризу-
ются набором периодических функций со слу-
чайными параметрами. В частности, биения 
шпинделя имеют явно выраженную периодиче-
скую составляющую с периодом вращения 
шпинделя [4]. Это обусловлено тем, что биения 
шпиндельного узла, как роторной системы, обу-
словлены образованием циркуляционных сил 
[27, 28]. Привод подачи имеет более сложный 
спектральный состав возмущений, но основные 
его свойства также представимы в виде набора 
тригонометрических функций. Поэтому законо-
мерности преобразования удобно рассматривать 
в частотной области. Уже структура уравнений 
(1) и (6) позволяет сделать ряд выводов о свойст-
вах преобразования. Вначале будем считать, что 
силы (2)

0F  и (3)
0F  есть величины малые. Для 

этого проанализируем свойства оператора  

1,0 1 1( ) [ ( ) ( )]
t

P
t T

S t V V t v t dt


   ,  

который раскрывает закон формирования тол-
щины срезаемого слоя ( ) ( )sinPа t S t  . Этот 
интеграл является оператором скользящего сред-
него, и он интегрирует вариации скорости в окне 
T . Обозначая 1,0 1 1( ) [ ( ) ( )]U t V V t v t    и пере-
ходя к изображениям по Фурье, получаем АФЧХ 
связи  

 
 0

( ) sin cos 1
( )

а j T j
U j

  
 

  
, 

 
(7) 

где T   – безразмерная частота в относи-
тельных единицах к циклической частоте враще-
ния шпинделя, равной 1

ш ( )T   ; 0 sinT T   
(см. рис. 1). Обычно / 2 . Поэтому 0T T . 
Годограф (7) приведен на рис. 3. Он зависит  
от отношения текущей частоты к циклической 
частоте вращения шпинделя. Отметим следую-
щее.  

1. По мере увеличения частоты вариаций 
скорости по отношению к частоте вращения 
шпинделя ш/  наблюдается существенное 
затухание изменений толщины срезаемого слоя. 
Это связано с интегрированием скорости в окне Т. 

2. При увеличении T  возрастает и затуха-
ние. 

3. Существует дискретное множество 
частот, при которых вариации скорости пода-
чи не вызывают изменений толщины срезаемо-
го слоя, следовательно, сил резания. Причем 
затухание может существенно меняться даже 
при малых вариациях частоты изменения ско-
рости подачи.  

 
Рис. 3. АФЧХ преобразования вариаций суммарной  

скорости продольных перемещений в изменения  
толщины срезаемого слоя 

Приведем пример преобразования гармо-
нического кинематического возмущения в де-
формационные смещения. Параметры подсисте-
мы инструмента и детали: 

3

3

3

3

0,7 10 0 0 0

0 0,7 10 0 0

0 0 0,7 10 0

0 0 0 2 10

m









 
 

 
  

 
  

, кгс2/мм, 
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0,8 0,2 0,05 0
0,2 0,5 0,1 0
0,05 0,1 0,6 0

0 0 0 0,6

h

 
 
 
 
 
 

, кгс/мм, 

800 300 400 0
300 1200 200 0
400 200 600 0

0 0 0 300

c

 
 
 
 
 
 

, кг/мм.  

Параметры модели динамической связи, 
формируемой процессом резания, приведены в 
табл. 1, угловые коэффициенты ориентации сил 
– в табл. 2.  

Вначале рассмотрим переходные процессы 
при врезании инструмента в заготовку при от-
сутствии сил, действующих на задние грани. На 
рис. 4 а приведен пример изменения деформаци-
онных смещений в трех ортогональных направ-
лениях для случая, когда кинематические возму-
щения отсутствуют.  

Таблица 1 

ρ0, кг/мм2 α1, с/мм α2, с/мм α3, с/мм V, мм/с tP, мм F0
(2) = F0

(3), кг
 

350 0,8 10,0 10,0 1000 2,5 0,5 
 

Таблица 2 

(1)
1  (1)

2  (1)
3  (2)

1  (2)
2  (2)

3  (3)
1  (3)

2  (3)
3  

0,5 0,5 0,7 0,8 0,445 0,445 0,445 0,8 0,445 
     

 
 

0,16 
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0,20 
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0,10 
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Хi, мм;  i = 1, 2, 3 

  

 

t, c 

Хi, мм;  i = 1, 2, 3 

0,00 

0,00 

0,70 
0,35 

0,15 

0,54 
0,36 
0,18 

0 0,02 0,04 0,06 0,08 

1 

2 

3 

0,45 
0,30 

 
                                                     а                                                                                                  б 
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Рис. 4. Переходные процессы деформационных смещений при врезании инструмента в обрабатываемую деталь  
без учета сил, действующих на задние грани инструмента. Сверху вниз деформационные смещения  

в миллиметрах соответственно в направлениях Х1, Х2 и Х3 
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Здесь виден монотонный переходной про-
цесс, время которого больше одного оборота. 
Затягивание во времени и пространстве переход-
ного процесса обусловлено взаимным влиянием 
сил и деформаций и оно принципиально зависит 
от матрицы упругости. На рис. 4 б даны кривые 
при частоте колебаний скорости в направлении 
подачи, совпадающей с частотой шпинделя 

0 50 Гц  . Например, это возмущения, оп-
ределяемые осевыми биениями шпинделя. Для 
наглядности амплитуда колебаний скорости 
принята равной самой скорости подачи. Здесь 
необходимо отметить также существование пере-
ходного процесса при установлении стационар-
ного состояния, которое в данном случае пред-
ставляет точку в подвижной системе координат 
движений исполнительных элементов станка.  

Таким образом, несмотря на кинематиче-
ские возмущения, притягивающим множеством в 
этом случае является точка. Следовательно, на 
формируемой топологии поверхности детали в 
стационарном режиме никак не отображаются 
вариации скорости подачи. Они заметны лишь в 
нестационарном состоянии. Подчеркнем, что в 

этом случае 1
при

( ) 0
t

t T t
v t dt

 

 . Наконец, на 

рис. 4 в частота колебаний скорости равна 
25 Гц . В этом случае вариации скорости 

вызывают заметные периодические деформации. 
Притягивающим множеством здесь являются 
установившиеся периодические деформационные 
смещения, которые искажают топологию форми-
руемой поверхности. Зависимости также показы-
вают, что в стационарном состоянии выполня-
ются условия 

1,0 1 1[ ( ) ( )] сonst, (0, )
t

t T
V V t v t dt t



     ,  

т. е. при устойчивости справедливо 

 
1 1[ ( )] [ ( )] , (0, )

t t

t T t T
v t dt V t dt t

 

     .
 

  

Ситуация принципиально меняется, если 
учесть силы, формируемые в области контактов 
задних граней инструмента с деталью, которые 
характеризуют нелинейное демпфирование коле-
баний. Приведем пример изменения деформаци-
онных смещений при частоте вариаций скорости, 
равной частоте вращения шпинделя, но с учетом 
сил, действующих на заднюю поверхность инст-
румента (рис. 5).  
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Рис. 5. Влияние сил, формируемых в области контакта 
задних граней инструмента, на траектории деформацион-
ных смещений: а – амплитуда вариаций скорости подачи 
равна 0,1 от скорости подачи; б – амплитуда вариаций  
            скорости подачи равна 0,5 от скорости подачи  

Здесь за счет этих сил в стационарном со-
стоянии наблюдаются периодические деформа-
ции. Причем, как и в рассмотренных выше при-
мерах, наблюдается переходной процесс при 
установлении периодических стационарных де-
формационных смещений. При этом наблюдает-
ся заметное влияние сил, действующих на задние 
поверхности инструмента, которые, во-первых, 
вызывают нелинейные искажения гармониче-
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ских колебаний, во-вторых, при больших ампли-
тудах вариации скорости приводят к изменениям 
фазы колебательных смещений по различным 
направлениям. В общем случае при анализе пре-
образования вариаций скорости продольной по-
дачи в траектории деформационных смещений 
наблюдается сложное перераспределение сил, 
действующих на переднюю и задние поверхно-
сти инструмента, и деформационных смещений. 
Кинематические возмущения являются регуляр-
ными и изменяющимися периодически, поэтому 
при резании устанавливается некоторое стацио-
нарное состояние изменения деформационных 
смещений. В тех случаях, когда возмущения не 
регулярны, то в процессе резания постоянно 
происходит динамическая перестройка системы.  

Анализ результатов 
Результаты цифрового моделирования пре-

образования кинематических возмущений в тра-
ектории формообразующих движений инструмента 
относительно детали позволяют сформулировать 
следующие особенности преобразования.  

1. Вариации траектории движения испол-
нительных элементов станка при продольном 
точении вдоль оси вращения детали непосредст-
венно не изменяют диаметра обработки и коор-
динат положения вершины инструмента и детали 
по отношению к этой оси. Однако за счет преоб-
разования этих траекторий через процесс резания 
с учетом упругих деформаций они приводят к 
упругим отклонениям положения вершины инст-
румента и детали. Причем на закономерности 
преобразования оказывает влияние структура 
динамической модели подсистемы инструмента 
и обрабатываемой детали, а также угловые ко-
эффициенты 

 (1) (1) (1) (1)
1 2 3 2{ , , , }T    , 

 (2) (2) (2) (2)
1 2 3 2{ , , , }T    , 

(3) (3) (3) (3)
1 2 3 2{ , , , }T    .  

Необходимо учитывать, что угловые коэф-
фициенты зависят от геометрии инструмента и 
условий трения при движении стружки по пе-
редней поверхности инструмента. В частности, 
затягивание переходного процесса при установ-
лении стационарного состояния зависит от всех 
указанных выше параметров системы и, прежде 
всего, от величины жесткости взаимодействую-
щих подсистем в направлении скорости подачи и 
проекции сил в этом направлении.  

2. Нелинейные связи в (6) не обладают 
свойством центральной симметрии относительно 
стационарного состояния, в том числе от точки 
равновесия. Поэтому в зависимости от амплиту-
ды колебательных скоростей кинематических 
возмущений наблюдается образование усреднен-
ной по периодам колебаний динамической по-
стоянной составляющей деформационных сме-
щений, влияющей на размер формируемой по-
верхности детали.  

3. Для уменьшения погрешности при фор-
мировании детали, обусловленной кинематиче-
скими возмущениями, необходимо согласовать 
частоту вращения шпинделя с частотами основ-
ных осцилляторов, формирующих вариации ско-
рости подачи. Если эти частоты равны или крат-
ны частоте вращения шпинделя, то в стационар-
ном состоянии кинематические возмущения вы-
зывают изменения деформационных смещений, 
лишь на основе образования сил, действующих 
на задние грани инструмента. В свою очередь, 
для уменьшения этих сил необходимо увеличи-
вать задние углы инструмента. Однако и в этом 
случае необходимо выбирать компромиссное 
решение, обусловленное тем, что увеличение 
этого угла вызывает снижение прочности инст-
румента, следовательно, его надежности.  

4. Кинематические возмущения вызывают 
образование дополнительных сил, действующих 
на задние грани инструмента, которые приводят 
к непропорционально быстрому увеличению 
работы сил резания. Если учесть зависимость 
скорости износа от мощности необратимых пре-
образований [29, 30], то можно прийти к выводу 
о зависимости интенсивности изнашивания ин-
струмента от параметров точности станка.  

Заключение 
Анализ показывает, что практически все 

основные свойства металлорежущего станка в 
единстве достижимой точности обработки и ха-
рактеристик состояния процесса резания, оцени-
ваемых, например, интенсивностью изнашива-
ния инструмента, зависят от кинематических 
возмущений в станке. Кроме этого при управле-
нии процессами обработки на станках, напри-
мер, выборе программы ЧПУ, необходимо знать 
кинематические возмущения конкретного станка, 
зависящие от его текущей точности, и при этом 
программировать траектории движения испол-
нительных элементов, из условия минимизации 
деформационных смещений инструмента отно-
сительно детали.  
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