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h�bsu.edu.ruÀííîòàöèÿ. Íàéäåí ïîëíûé íàáîð àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïñåâäîòåíçîðîâ, íà îñíîâåêîòîðûõ ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíî îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàãíèòíîãî ìîìåí-òà M(x), ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî è êîòîðûé ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå íåáîëåå ÷åì ïåðâîãî ïîðÿäêà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîê, ïëîòíîñòü ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, ïñåâäîòåíçîð, ïñåâäîñêàëÿð,ïñåâäîâåêòîð.1. Ââåäåíèå. Öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé â íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêå ÿâëÿåòñÿ�îðìóëèðîâêà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïëîòíîñòåé èíòåíñèâíûõ òåðìîäèíàìè÷å-ñêèõ ïàðàìåòðîâ, âïîëíå õàðàêòåðèçóþùèõ ëîêàëüíî ñîñòîÿíèå ïðîñòðàíñòâåííî ðàñ-ïðåäåëåííîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ìîæíî äóìàòü, ÷òî îáùàÿ �îðìà òàêèõóðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïëîòíîñòè êàêîãî-ëèáî èíòåíñèâíîãî ïàðàìåòðà äèâåðãåíöèè ïëîòíîñòè ïîòîêà ýòîãî ïàðàìåòðà. Ïðèìå-íèòåëüíî ê ïîñòðîåíèþ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé �åððîäèíàìèêè ýòà ïðîáëåìà ñîñòîèòâ �îðìóëèðîâêå òàêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà M(x, t) â êàæ-äîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå ñ ðàäèóñ âåêòîðîì x äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t, êî-òîðîå áû ó÷èòûâàëî äèññèïàòèâíûå ý��åêòû. Íàèáîëåå èçâåñòíûì óðàâíåíèåì ýâîëþ-öèîííûì �åððîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ëàíäàó-Ëè�øèöà, êîòîðîå ìû çàïèøåìâ âåêòîðíî-òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ñëó÷àÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ìàãíåòèêà(ñì., íàïðèìåð, [1℄)
Ṁj(x, t) = γǫjklMk(x, t)

[
∆Ml(x, t) +Hl(x, t)

]
, j = 1, 2, 3. (1)Çäåñü M(x, t) = 〈M1(x, t),M2(x, t),M3(x, t)〉, H(x, t) = 〈H1(x, t), H2(x, t), H3(x, t)〉 � íà-ïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, γ = 
onst, ǫjkl � óíèâåðñàëüíûé àíòèññèì-ìåòðè÷íûé ïñåâäîòåíçîð òðåòüåãî ðàíãà è èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî òåíçîðíîé àëãåáðû îïîâòîðÿþùèõñÿ èíäåêñàõ [2℄. Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî ǫjklMlMk = 0, â îòñóòñòâèå âíåøíåãîìàãíèòíîãî ïîëÿ (âíåøíåãî èñòî÷íèêà) óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå

Ṁj(x, t) = ∇kTjk(x, t) (2)� äèâåðãåíöèè ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà
Tjk(x, t) = γǫjmlMm(x, t)∇kMl(x, t) . (3)



192 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39Çàìåòèì, ÷òî Tjk(x, t) ÿâëÿåòñÿ âñåâäîòåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ïðèïðåîáðàçîâàíèè îòðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà R3, îí, â îòëè÷èå îò òåíçîðà äîëæåí èçìåíèòüçíàê. Ïîñëåäíåå ñâÿçíî ñ òåì, ÷òî M(x, t) â ëåâîé ÷àñòè (3) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîâåêòîðîì,òî åñòü òàêèì âåêòîðîì, êîòîðûé íå ìåíÿåò çíàêà ïðè îòðàæåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð,[2℄), à äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∇k � îáû÷íûì âåêòîðîì (èçìåíÿþùèì çíàê ïðèîòðàæåíèÿõ).Óðàâíåíèå (1) íå îïèñûâàåò ÿâëåíèé äèññèïàöèè ïðè ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàã-íèòíîãî ìîìåíòà ñðåäû. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì íóæíî åãî èçìåíèòü òàê,÷òîáû óñòðàíèòü ýòîò äå�åêò è ïðè ýòîì, â òå÷åíèå ýâîëþöèè, ñîõðàíÿëàñü âåëè÷èíà
M2(x) = M2 = 
onst. Îäíèì èç ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-ùèé. Íóæíî ïîñòðîèòü îáùåå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Tjk(x, t), îòëè÷íîå îò (3), êîòîðîåÿâëÿåòñÿ ¾ëîêàëüíûì¿ �óíêöèîíàëîì îò M(x, t), òî åñòü çàâèñÿùèì òîëüêî îò çíà÷å-íèé ìàãíèòíîãî ìîìåíòà M(x, t) è çíà÷åíèé åãî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ â òîéæå òî÷êå x, è êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñàìîìó îáùåìó òðåáîâàíèþ êîâàðèàíòíîñòè Tjk(x)ïðè äåéñòâèè ãðóïïû âðàùåíèé O3, à çàòåì, èñõîäÿ èç ýòîé îáùåé �îðìû, âûáðàòü òóâîçìîæíóþ, êîòîðàÿ ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ïîñòàâëåííûì òðåáîâàíèÿì.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñîãëàñíî ñ�îðìóëèðîâàííîìó âûøå ïîäõîäó ê ðåøåíèþ�èçè÷åñêîé çàäà÷è, íóæíî ïîñòðîèòü â ðàìêàõ òåíçîðíîé àëãåáðû íàèáîëåå îáùååàëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ Tjk (â äàëüíåéøåì, ââèäó íåñóùåñòâåííîñòè äëÿ ïî-ñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷è, àðãóìåíòû x è t ìû âñþäó îïóñêàåì), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿïñåâäîòåíçîðîì è êîòîðîå ñîñòîèò òîëüêî èç ïñåâäîâåêòîðà Mj è âåêòîðà ∇k, òî åñòüýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì òåíçîðíîé àëãåáðû ñ îáðàçóþùèìè Mj è ∇k. Ïðèýòîì, òàê êàê ∇k ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì, òî òåíçîðíàÿ àëãåáðà ÿâ-ëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé. Åñòåñòâåííî ïðè ýòîì, ÷òî ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ýëåìåíòîâýòîé àëãåáðû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû óíèâåðñàëüíûå (íåèçìåííûå ïðè íåïðåðûâíûõïðåîáðàçîâàíèÿõ èç O3) òåíçîð δjk è ïñåâäîòåíçîð ǫjkl (ñèìâîë Ëåâè-×èâèòòà). Ëþáîéýëåìåíò ýòîé àëãåáðû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ëèíåéíîíåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ, îáîçíà÷àåìûõ íàìè äàëåå êàê Sjk, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿïñåâäîòåíçîðîì. Ïðè ýòîì ïîä ìîíîìàìè ìû ïîíèìàåì àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ êî-òîðûå íå ñîäåðæàò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ òåíçîðîâ (è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî), à ñîñòàâëåíûòîëüêî ïîñðåäñòâîì îïåðàöèè òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ è îïåðàöèè ñâåðòêè. Ìíîæåñòâîòàêèõ ìîíîìîâ, áåç äîïîëíèòåëüíûõ óòî÷íåíèé áåñêîíå÷íî. Ïîýòîìó óêàçàííàÿ àëãåá-ðàè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íóæäàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòî÷íåíèè. Òàê êàê â ëþáîìýâîëþöèîííîì �åíîìåíîëîãè÷åñêîì óðàâíåíèè äëÿ �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû ïðèñóòñòâó-þò íåêîòîðûå íåèçâåñòíûå ìíîæèòåëè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè �óíêöèÿìè îòåå çíà÷åíèé â òîé æå ñàìîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå, òî, â äàëüíåéøåì, ëþáûå äâàìîíîìà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ýêâèâàëåíòíûå, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ìíîæèòåëåì ââèäå ñêàëÿðíîé �óíêöèè îòMj . Ýòî ñîãëàøåíèå ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî ëèíåé-íî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ, íî âñå æå îñòàâëÿåò åãî áåñêîíå÷íûì. Äðóãèì ñîãëàøåíèåì,êîòîðîå ìû ïðèíèìàåì ïî �èçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì, ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå èñïîëüçî-âàíèÿ âåêòîðà ∇, ïðè ïîñòðîåíèè êàæäîãî ìîíîìà, íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíèÿìè âèäà (2) íå áîëåå âòîðîãî ïî-ðÿäêà. Ïîñëåäíåå ñâÿçàíî ñ �èçè÷åñêèì ïðåäïîëîæåíèåì î ìàëîñòè ¾ãðàäèåíòîâ¿ ó



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 193èçó÷àåìîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Ñîîáðàæåíèÿ òàêîãî ðîäà îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïðèïîñòðîåíèè �åíîìåíîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [3℄) Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, ïî-ñëå ïðèíÿòèÿ òàêîãî ñîãëàøåíèÿ, ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ ÿâëÿåòñÿêîíå÷íûì. Öåëüþ íàñòîÿùåãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà.Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êëàññà:
D0 ñîñòîèò èç ìîíîìîâ, íå ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòà ∇k è D1 � èç ìîíîìîâ, ñîäåðæàùèõýòîò ýëåìåíò.3. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ. Ñäåëàåì íåêîòî-ðûå ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ, óïðîùàþùèå îïèñàíèå ñïèñêà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõìîíîìîâ.I. Òàê êàê êîíñòðóèðóåìàÿ òåíçîðíàÿ àëãåáðà íåêîììóòàòèâíà, òî âàæåí ïîðÿäîê, âêîòîðîì ðàññòàâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòû Mj è ∇k. Îäíàêî, ââèäó ñïðàâåäëèâîñòè�îðìóëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà ∇k,

∇kMj1 ...Mjs =

s∑

l=1

∏

m6=l

Mjm∇kMjlïðè ïîñòðîåíèè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî òàêèìè, óêîòîðûõ ïîñëå ýëåìåíòà àëãåáðû ∇k, åñëè îí èìååòñÿ â ìîíîìå, íàõîäèòñÿ òîëüêî îäèíýëåìåíò Mj .II. Òàê êàê ñèìâîë δjk, ïîñëå òåíçîðíîé îïåðàöèè ñâåðòêè ïî îäíîìó èç èíäåêñîâ, èñ-÷åçàåò èç âûðàæåíèÿ ìîíîìà, òî âñå êîíñòðóèðóåìûå ìîíîìû � ïñåâäîòåíçîðû âòîðîãîðàíãà ðàñïàäàþòñÿ íà äâà êëàññà: K0 ñîñòîèò èç ìîíîìîâ Sjk, èìåþùèõ âèä Sjk = δjk ·S,ãäå S � ìîíîì íóëåâîãî ðàíãà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì, è K1 � èç ìîíîìîâ
Sjk, â ïîñòðîåíèè êîòîðûõ ñèìâîë δjk îòñóòñòâóåò.III. Äëÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñèìâîëîâ ǫ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (ñì., íàïðèìåð,[4℄)

εijkεlmn = det



δil δim δin
δjl δjm δjn
δkl δkm δkn


 ,êîòîðàÿ ñâîäèò èõ ê ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì èç ñèìâîëîâ δ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ñèìâîë

ǫ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íå áî-ëåå îäíîãî ðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ èñêîìûõ ìîíîìîâ ðàçáèâàåòñÿ íà äâàêëàññà: L0 ñîñòîèò èç ìîíîìîâ, ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ñèìâîë ǫ è L1 �èç ìîíîìîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò ñèìâîë ǫ.Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðîöåäóðû ïåðå÷èñëåíèÿ âñåãî ñïèñêà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíî-ìîâ Sjk èìååò ñìûñë ïîïóòíî ïåðå÷èñëèòü âñå âîçìîæíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñêà-ëÿðû, ïñåâäîñêàëÿðû, âåêòîðû, ïñåâäîâåêòîðû è òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà â ðàìêàõ òåí-çîðíîé àëãåáðû ñ îáðàçóþùèìè Mj è ∇k ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ ñîãëàøåíèé. Çàìåòèì, ÷òîïðè ýòîì, çà èñêëþ÷åíèåì òåíçîðîâ, ñèìâîë δ íå èãðàåò ðîëè â ïîñòðîåíèÿõ ïðè ó÷åòåïðèíÿòûõ ñîãëàøåíèé.Ìíîæåñòâî ñêàëÿðíûõ ìîíîìîâ. Åñëè íå èñïîëüçóåòñÿ ýëåìåíò ∇k, òî, ââèäó ïðèíÿ-òîãî ñîãëàøåíèÿ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ìîíîìîâ, îòëè÷àþùèõñÿ íà ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ



194 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39îò Mj , è òîæäåñòâà εijkMiMjMk = 0 òàêèå ìîíîìû îòñóòñòâóþò. Ïóñòü ýëåìåíò ∇kèñïîëüçóåòñÿ. Òîãäà îí äîëæåí áûòü ñâåðíóò ëèáî ñ Mj , ëèáî ïî îäíîìó èç èíäåêñîâñèìâîëà ǫ. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êàæäîå èç âûðàæåíèé ∇lMl ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì èäëÿ òîãî, ÷òîáû åãî ïðåâðàòèòü â ñêàëÿð åãî íóæíî óìíîæèòü ëèáî íà ïñåâäîñêàëÿð(â ïåðâîì ñëó÷àå), íå ñîäåðæàùèé ýëåìåíòà ∇k, à òàêèõ ïñåâäîñêàëÿðîâ íå ñóùåñòâó-åò, ââèäó εijkMiMjMk = 0, ëèáî íà ïñåâäîâåêòîð (âî âòîðîì ñëó÷àå), íå ñîäåðæàùèé
∇k, êîòîðîãî òàêæå íå ñóùåñòâóåò, ââèäó εijkMjMk = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâîñêàëÿðíûõ ìîíîìîâ òðåáóåìîãî òèïà ïóñòî.Ìíîæåñòâî ïñåâäîñêàëÿðíûõ ìîíîìîâ. Åñëè íå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë εijk, òî èìåþò-ñÿ òîëüêî ïñåâäîñêàëÿðû (∇jMj), (MiMj∇jMi). Åñëè æå ñèìâîë εijk èñïîëüçóåòñÿ, òîòàêîé ìîíîì åäèíñòâåí (εijkMi∇jMk), òàê êàê âñå èíäåêñû ó ñèìâîëà ǫ äîëæíû áûòüñâåðíóòû, îäèí èç íèõ îáÿçàòåëüíî � ñ ñèìâîëîì ∇, äâà äðóãèõ � ñ ýëåìåíòàìè Mj , íî,â ñèëó òîæäåñòâà εijkMjMk = 0, ñòîÿùèìè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ∇.Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ó ǫ íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ íåçàâè-ñèìûõ ìîíîìîâ, ââèäó àáñîëþòíîé àíòèñèììåòðèè ïñåâäîòåíçîðà ǫjkl. Ýòî ñâîéñòâîèñïîëüçóþòñÿ âñþäó íèæå áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãîâîðîê.Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ. Åñëè ñèìâîë ǫ íå èñïîëüçóåòñÿ, òî òàê êàê ýëåìåíò Mj , ÿâëÿ-þùèéñÿ ïñåâäîâåêòðîì, äîëæåí èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, òîèìååòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, òðè ìîíîìà, â êîòîðûõ èìååòñÿ äâà ìíîæè-òåëÿ Mj : (Mj∇jMi), (Mi∇jMj), (Mj∇iMj) è îäèí ìîíîì ñ 4 ÷åòûðìÿ ñîìíîæèòåëÿìè,
(MiMjMk∇jMk).Ïðè íàëè÷èè ýëåìåíòà ǫ â êîíñòðóêöèè ìîíîìà, ýëåìåíòMj ìîæåò ïîÿâèòüñÿ íå÷åò-íîå ÷èñëî ðàç è, òàê êàê âñå èíäåêñû ó ýëåìåíòà ǫ äîëæíû áûòü ñâåðíóòû, òî ïîëó÷àåìñëåäóþùèå ìîíîìû (εijk∇jMk), (εijkMjMl∇kMl), (εijkMjMl∇lMk).Ìíîæåñòâî ïñåâäîâåêòîðîâ. Èìååòñÿ îäèí ìîíîì Mi. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåò íè-êàêèõ ñêàëÿðíûõ ìîíîìîâ, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò ∇, íà êîòîðûå ìîæíî áûëî óìíîæèòü
Mi, ÷òîáû ïîñòðîèòü íîâûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ìîíîì. Êðîìå òîãî, åñëè ñâîáîäíûéèíäåêñ i â ìîíîìå íåñåò íà ñåáå ýëåìåíò ∇, òî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ÷èñëî ýëåìåíòîâ
Mj â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè áóäåò ÷åòíûì áåç íàëè÷èÿ ýëåìåíòà ǫ (ñì. âûøå), ëèáîîíî áóäåò íå÷åòíûì ïðè íàëè÷èè ǫ.Ìíîæåñòâî òåíçîðîâ. Èìååòñÿ òðè òåíçîðà δij, (MiMj), (εijkMk) òàê êàê ýòè ìîíî-ìû íåëüçÿ èçìåíèòü óìíîæåíèåì íà ñêàëÿðíûé ìîíîì, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò ∇. Êðîìåòîãî, ìîãëè áû ñóùåñòâîââàòü ìîíîìû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïñåâ-äîòåíçîðà íà ïñåâäîñêàëÿð, íî ïðè ýòîì, òàê êàê âî âñåâäîñêàëÿðàõ â ïðîèçâåäåíèèèñïîëüçóåòñÿ ýëåìåíò ∇k, òî ïñåâäîòåíçîð íå äîëæåí ñîäåðæàòü ýòîò ýëåìåíò, íî òàêèõïñåâäîòåíçîðîâ íå èìååòñÿ (ñì. íèæå). Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå, íåò òåíçîðîâ Sij , ó êîòî-ðûõ ñâîáîäíûå èíäåêñû ïðèñâîåíû ýëåìåíòàì Mi è ∇j (ëèáî íàîáîðîò). Íàêîíåö, åñëèñâîáîäíûå èíäåêñû ïðèñâîåíû Mi è ýëåìåíòó ǫjkl, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ íóæíî ñâåðíóòüîñòàâøèåñÿ èíäåêñû ó ýòîãî ýëåìåíòà ñ òåíçîðîì, íî äëÿ ýòîãî èìåþòñÿ òîëüêî óæåóêàçàííûå ìîíîìû δij, (MiMj), êîòîðûå ïðè ñâåðòêå ñ ǫjkl äàþò íóëü.Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ îñíîâíîé çàäà÷è.Ìíîæåñòâî ïñåâäîòåíçîðîâ. Èìååòñÿ äâà òèïà èõ ïîñòðîåíèÿ: 1) ïñåâäîòåíçîðû, êî-òîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ¾òåíçîð¿·¾ïñåâäîñêàëÿð¿, 2) ïñåâäîòåíçîðû,



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39 195íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Â ïåðâîì ñëó÷àå, íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ èìååì ñëåäóþùèå ìîíîìû:
δij(∇kMk), δij(MkMl∇kMl), δij(εklmMk∇lMm),

MiMj(∇kMk), MiMj(MkMl∇kMl), MiMj(εklmMk∇lMm) .

ǫijnMn(∇kMk) , ǫijnMn(MkMl∇kMl) . (4)Çäåñü â ïîñëåäíåé ñòðîêå òîëüêî äâà ìîíîìà âñëåäñòâèå ïðèíÿòîãî ñîãëàøåíèÿ ï. III.Âî âòîðîì ñëó÷àå, â ñèëó ïóíêòà II, ýëåìåíò δ óæå íå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèèìîíîìîâ. Òàê êàê ìîíîìû, íå ñîäåðæàùèå ýëåìåíòà ∇k äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü ñîáîéïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ εijkMk,MiMj íà ïñåâäîñêàëÿðû, òî âñå îíè ïåðå÷èñëåíû â ñïèñêå(4). Ïîýòîìó, äàëåå, ìû ñòðîèì âñå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ìîíîìû êëàññà D1, òî åñòüñîäåðæàùèå ∇k.Ìîíîìû êëàññà L0 ∩ D1. Åñëè îäèí èç ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ ïðèñâîåí ýëåìåíòó ∇k,òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, òàêèå ìîíîìû èìåþò âèä:
∇jMi , ∇iMj , MiMl∇jMl , MjMl∇iMl , MiMjMkMl∇kMl , MiMl∇lMj , MjMl∇lMi .

(5)Ìîíîìû êëàññà L1 ∩D1. Ýòè ìîíîìû ïðîêëàññè�èöèðóåì ïî ÷èñëó òåõ ñâîáîäíûõèíäåêñîâ, êîòîðûå íåñåò íà ñåáå ýëåìåíò ǫ. Ïðè ýòîì, åñëè ýòîò ýëåìåíò íå íåñåò ñâî-áîäíûõ èíäåêñîâ, òî îí âõîäèò â ñîñòàâ êàêîãî-òî ïñåâäîñêàëÿðà, â ñîñòàâ êîòîðîãîîáÿçàòåëüíî âõîäèò ýëåìåíò ∇. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïñåâäîñêàëÿð äîëæåí óìíîæàòü-ñÿ íà îäèí èç òåíçîðîâ δij , ëèáî MiMj , è ïîýòîìó òàêîãî òèïà ìîíîìû ñîäåðæàòñÿ âñïèñêå (4).�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýëåìåíò ǫ èìååò îäèí ñâîáîäíûé èíäåêñ. Òîãäà ǫ ìîæåòñâîðà÷èâàåòñÿ ñ ýëåìåíòîì ∇ è ñ îäíèì ýëåìåíòîì Ml. Ïîñëåäíèé ìîæåò íàõîäèòüñÿëèáî ñïðàâà îò ∇k, ëèáî ñëåâà îò íåãî. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì âåêòîðíûé ìîíîì
ǫikl∇kMl, âî âòîðîì � MlMmǫikl∇kMm. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü íà èõ îñíîâå ìîíîìû-ïñåâäîòåíçîðû, íóæíî óìíîæèòü èõ òåíçîðíî íà ïñåâäîâåêòîðMj , êîòîðûé, êàê óêàçàíîâûøå, åäèíñòâåí è êîòîðûé ìû áóäåì çàïèñûâàòü ñëåâà îò íåãî. Äðóãèå ìîíîìû òàêîãîòèïà ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ i è j. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèéñïèñîê ìîíîìîâ:

Mjǫikl∇kMl , Miǫjkl∇kMl , MjMlMmǫikl∇kMm , MiMlMmǫjkl∇kMm . (6)Äðóãîé òèï ìîíîìîâ òàêîãî æå òèïà ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà ýëåìåíò ǫikl ñâîðà÷èâàåòñÿñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè Mk è Ml, íî êîòîðûå ðàçäåëåíû ýëåìåíòîì ∇j . Â ýòîì ñëó÷àå,òàêîé ìîíîì íå îáðàùàåòñÿ òîæäåñòâåííî â íóëü. Ýòè ìîíîìû, ââèäó ÷åòíîñòè ÷èñ-ëà ýëåìåíòîâ M â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè, ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîòåíçîðàìè. Â ðåçóëüòàòå,èìååì äîïîëíèòåëüíî ê ñïèñêó (5) äâà ìîíîìà (εiklMk∇jMl), (εjklMk∇iMl). Åñòü åùåîäíà âîçìîæíîñòü ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ñâåðòêè ýëåìåíòà ǫ ñ ïàðîé ýëåìåíòîâ Mk èMl íåîáðàùàëèñü â íóëü. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàçäåëèòü èõ ïñåâäîñêàëÿðíûì äè��åðåíöèàëü-íûì îïåðàòîðîì Mm∇m. Ñâîáîäíûé æå èíäåêñ j ïðè ýòîì ïðèñâàèâàåòñÿ ìíîæèòåëþ �



196 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2015. �11(208). Âûï. 39ýëåìåíòóMj , êîòîðûé çàïèñûâàåì ñëåâà. Ïðè ýòîì äðóãèå òèïû ïñåâäîñêàëÿðîâ èñïîëü-çîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîíîìîâ òàêîãî òèïà íåëüçÿ âñëåäñòâèå ñîãëàøåíèÿ ïóíêòà I. Òà-êîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîòåíçîðîâ äàåò íàì åùå äâà ìîíîìà: (MjεiklMk(M,∇)Ml),
(MiεjklMk(M,∇)Ml). Ñëåäîâàòåëüíî, äîïîëíèòåëüíûé ñïèñîê ìîíîìîâ, ó êîòîðûõ îäèíèç ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ ïðèñâîåí ýëåìåíòó ǫ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ìîíîìîâ:

εiklMk∇jMl , εjklMk∇iMl , MjεiklMkMm∇mMl , MiεjklMkMm∇mMl . (7)Íàêîíåö, ñïèñîê ïñåâäîòåíçîðîâ, ó êîòîðûõ îáà ñâîáîäíûõ èíäåêñà ïðèñâîåíû ýëå-ìåíòó ǫ, ó÷èòûâàÿ ñïèñîê (4), ñîñòîèò èç äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ ìîíîìîâ:
εijkMm∇mMk , Mlεijk∇kMl . (8)Ñóììèðóåì íàøè ðåçóëüòàòû íàøèõ ðàññóæäåíèé â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà. Èìååòñÿ 25 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìîíîìîâ â òåíçîðíîé àëãåáðå ñ îáðà-çóþùèìè: ïñåâäîâåêòîð Mj è âåêòîðíûé îïåðàòîð ∇k, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà èõ âèä,ñ�îðìóëèðîâàííûõ â ïï. I-III, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîòåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà. Ìíî-æåñòâî ýòèõ ìîíîìîâ ïðåäñòàâëåíî ñïèñêàìè (4)-(8).Çàìå÷àíèå. Ïñåâäîòåíçîð εjklMk∇iMl, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòîêó ïëîòíîñòè ìàãíèò-íîãî ìîìåíòà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå (3), íàõîäèòñÿ â ñïèñêå (7).Ëèòåðàòóðà1. Àõèåçåð À.È., Áàðüÿõòàð Â.�., Ïåëåòìèíñêèé Ñ.Â. Ñïèíîâûå âîëíû / Ì.: Íàóêà, 1967. �368 
.2. �àøåâñêèé Ï.Ê. �èìàíîâà ãåîìåòðèÿ è òåíçîðíûé àíàëèç / Ì.: Íàóêà, 1967. � 664 
.3. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. �èäðîäèíàìèêà / Ì.: Íàóêà, 1986.4. Ìàê-Êîííåë À.Äæ. Ââåäåíèå â òåíçîðíûé àíàëèç ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ãåîìåòðèè, ìåõà-íèêå è �èçèêå / Ì.: �îñ. èçä. ÔÌË, 1963. � 412 
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