
88 WWW.H-ES.RU

H&ES RESEARCH, 4–2017

ПУБЛИКАЦИИ НА АНГЛИЙСКОМ ЯЗЫКЕ
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ABSTRAСT
The approach to calculation of distribution of waiting time of requests in the multi-channel 
non-Markov queuing systems with “cooling”, “heat-up” and distributions of phase type is devel-
oped. The characteristic of methods of calculation of distribution of waiting time for non-Markov 
queuing systems is given. At the heart of calculation of probable characteristics of multi-channel 
non-Markov queuing systems with approximating distributions of phase type (the hyperexponen-
tial, the Erlang, Cox) the Takakhashi-Takami's iterative method is lies. When calculating distribution 
of waiting time of multi-channel QS with “cooling” and “heat-up” transitions between microstates 
are considered. The main result is a method for calculating the waiting time distribution in a mul-
tichannel non-Markov queuing system. The method is based on the weighted convolution of the 
Laplace-Stieltjes transformations of the transit times of each of the components of the exponential 
phases of the microstates of the system. The knowledge of the Laplace-Stieltjes transformation of 
the waiting time distribution of the application in the queue makes it possible, by numerically dif-
ferentiating this transformation at the point s = 0, to calculate the initial moments of the required 
distribution, from which to construct the approximation of the distribution function. The example 
of calculation of waiting time in queue for model of multi-channel QS M/M/E2/n with the Poisson 
input flow, exponentially distributed duration of service and with the "cooling" distributed under 
the generalized law of the Erlang of the 2nd order is considered. From the presented results it 
follows that with an increase in the average “cooling” duration, the average waiting time increases. 
In addition, the duration of “cooling” has a very significant effect on the average waiting time. The 
Kolmogorov distance for the distributions of the number of requests received by the numerical 
method and using the simulation model was {0.0014; 0.0013; 0.0038; 0.0024; 0.012} for a different 
intensity of “cooling”, respectively, which indicates the correctness of the analytical model.  Thus, a 
generalization of the classical Little’s formula is achieved. The proposed approach can be useful in 
probabilistic modeling of nodes of distributed data processing centers, modeling and justification 
of the architecture of cloud computing systems with the Web interface, and evaluating the impact 
of costs on updating the context.
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INTRODUCTION

W
-

W

W
WV

-
W

-
-

-

-

—
a —

a —

L — -

a s z z a s z a s
za sz

k k

k
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
.= − = −

−
−

=

∞

∑ 1 1
1

1

1

t L a — -
– t — -

t

wc t —

( )z z
A

i
Ai i

− −
=

∞∏ ∑= π
0

t –

-

( ) ( ) ( ) .z A t w t dt
A z c
−

∞

∏ ∫= −⎡⎣ ⎤⎦1
0

a
—

1 1 1 11 1− = − − − + =− − −A t L z s z s ez
zt( ) ( ( ) / ([ ( ( ) )]) ,( )λ λ λ

( ) ( ) ( ( )).( )z e w t dt w z
A

z t
c c

− − −
∞

∏ ∫= = −λ λ1

0

1

—

k
kwk k

wk—k
q r r r kk Arr k[ ] ( )...( )= − − + −

=

∞∑ 1 1 1π —
k

t
k

( ) ( ) .z F e F e w t dt
A

f t g t
c

− − −
∞

∏ ∫= −( )1 2
0

F F f — -
-

k

-
k
-

j



90 WWW.H-ES.RU

H&ES RESEARCH, 4–2017

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

j
j j

b
j

w s b s n
n s

jj n
j

j

( ) ( ) , , ...= =
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

μ
μ

1 2

πA j,
+ -

w s w sA j n jj
( ) ( ),= +

+
=

∞∑ π
1

w s n
n sA j n

j

j
( ) .,=

+
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟+

+
=

∞∑ π
μ

μ1

-

-

-

-

-

κk k
kw w k k= − =/ !, , ,...,1 2 3

wk — k
w κk{ }

w w kk
k

k= +1 ( !).κ

w -

w f a

f —

κk{ } -

-

k -

-

-

-

k

k Ck
j r m mk j —

r —
( , ),r q1

mi — i
i k1, j

j -
hj —

γ γ γ γj j j j hj
= ⎡⎣

⎤
⎦, , ,, ,...,1 2

j
-

γ γ γ

γ γ γ γ
0 0 1 1 0 0

1 1 1 1 1

D B !

D A C B j Rj j j j j j j j

= +

= + + =+ +

,

, , ,- -

R —
j j Cj Dj

hj hj hj hj hj hj hj hj

j -
j

-

xj j pj j R1, .
xj -

pj pj xj j R1,
S p jj

R
=

=∑ 0
.



91

WWW.H-ES.RU

H&ES RESEARCH, 4–2017

INFORMATICS, COMPUTER ENGINEERING AND CONTROL

p S j R0, .

-

j

-

π π π πj j j j hj
j R= ⎡⎣

⎤
⎦ =, , ,, ,..., , ,1 2 1

j

j

j -

π γ γj j j i i i
i

R

A A= − − +
=
∑1 1 1
0

1 ,

i — hi

-
( , ), ,j n i i hn+ = +1 1 -

( , ), ,j n l l hn+ − = +1 1 1

h h

b s
b

b s
i l hn i l

n i l

n i rr

h nn+
+

+=

+=
+

=
+∑

1
1

11

11
1, ,

, ,

, ,

( ) , , ,

C -

C -
h h

A s
A

A s
i l hn i l

n i l

n i rr

h nn+
+

+=

+=
+

=
+∑

1
1

11

11
1, ,

, ,

, ,

( ) , , ,

k
( , ), , ,..., ,k n i j i hn+ = = +1 2 1 1

k -

k

W s B s C sk k n n
k

n
i

i

r

( ) ( ) ( ),= + +
=
∑π 1
0

r —

i r1,
k

W s B s C s W sk n n
k

n
i

i

r

k

R

k n k
k

R

( ) ( ) ( ) ( ).= =+ +
==

+
=

∑∑ ∑π π1
01 1

Notes

-

-

-
-



92 WWW.H-ES.RU

H&ES RESEARCH, 4–2017

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

-

-
-

-

-
-

-

-

-

-

References

-

L W
L W

-

-

-

c

w w w

A j Nj =
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

= −
λ

λ
λ

0 0
0 0
0 0

0 1, , ;

B B
n j

jj1

0 0
0 0 0
0 0 0

0 0
0 0 0
0 0 0

2=
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

=
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

=
μ μ

,
min( , )

, ,NN;

C j Nj c

c

=
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

=
0 0 0
0 0

0 0
0μ

μ
, , ;

D
j n

j Nj c

c

=
+

+
+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

=
λ μ

λ μ
λ μ

min( , )
, , .

0 0
0 0
0 0

0



93

WWW.H-ES.RU

H&ES RESEARCH, 4–2017

INFORMATICS, COMPUTER ENGINEERING AND CONTROL

-
-

port

-

-
-

-

-
-
-

-

-

-
-



94 WWW.H-ES.RU

H&ES RESEARCH, 4–2017

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

РАСЧЕТ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВРЕМЕНИ ОЖИДАНИЯ В ОЧЕРЕДИ 
МНОГОКАНАЛЬНЫХ НЕМАРКОВСКИХ СИСТЕМ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ С «ОХЛАЖДЕНИЕМ» И «РАЗОГРЕВОМ»

Хомоненко Анатолий Дмитриевич,
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АННОТАЦИЯ
Предлагается подход к вычислению распределения времени ожидания запросов в много-
канальных немарковских системах массового обслуживания с «охлаждением», «разогревом» 
и распределениями фазового типа. Дана характеристика методов расчета распределения 
времени ожидания для немарковских систем массового обслуживания. В основе расчета ве-
роятностных характеристик многоканальных немарковских систем массового обслуживания 
с аппроксимирующими распределениями фазового типа (гиперэкспоненциальное, Эрланга, 
Кокса) лежит итерационный метод Такахаши-Таками. При расчете распределения времени 
ожидания в многоканальной системе массового обслуживания с «охлаждением» и «разогре-
вом» учитываются переходы между микросостояниями одного уровня. Основной результат – 
метод расчета распределения времени ожидания в многоканальной немарковской системе 
массового обслуживания с «охлаждением» и/или «разогревом». Метод основан на взвешен-
ной свертке преобразований Лапласа-Стилтьеса времен прохождения каждой из составля-
ющих экспоненциальных фаз микросостояний системы. Знание преобразования Лапласа-
Стилтьеса распределения времени ожидания заявки в очереди позволяет путем численно-
го дифференцирования этого преобразования в точке s=0 рассчитать начальные моменты 
искомого распределения, по ним построить аппроксимацию функции распределения. Рас-
смотрен пример численного расчета распределения времени ожидания заявки в очереди 
модели многоканальной системы массового обслуживания типа M/M/E2/n – с пуассоновским 
входным потоком, экспоненциально распределенной продолжительностью обслуживания и 
с «охлаждением», распределенной по обобщенному закону Эрланга 2-го порядка. Из пред-
ставленных результатов следует, что с увеличением средней продолжительности «охлаж-
дения» среднее время ожидания увеличивается. Кроме того, длительность «охлаждения» 
оказывает значительное влияние на среднее время ожидания. Расстояние Колмогорова для 
распределений числа заявок, полученных численным методом и с помощью имитационной 
модели, составило {0.0014; 0.0013; 0.0038; 0.0024; 0.012} при различной интенсивности «ох-
лаждения» соответственно, что свидетельствует о корректности аналитической модели. Та-
ким образом, достигнуто обобщение классической формулы Литтла. Предложенный подход 
может быть полезен при вероятностном моделировании узлов центров распределенной об-
работки данных, моделировании и обосновании построения архитектуры систем облачных 
вычислений с Web-интерфейсом, оценке влияния затрат на актуализацию контекста.

Ключевые слова: многоканальные системы обслуживания; «охлаждение»; «разогрев»; пре-
образование Лапласа-Стилтьеса; распределение времени ожидания; распределение Эр-
ланга; формула Литтла.
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