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ОБ ИССЛЕДОВАНИИ СПЕКТРА КРАЕВОЙ

ЗАДАЧИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА ПЯТОГО ПОРЯДКА

С СУММИРУЕМЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

С. И. Митрохин

Аннотация. Рассматривается краевая задача для дифференциального оператора
пятого порядка с разделенными граничными условиями. Потенциал оператора яв-
ляется суммируемой функцией на отрезке. При больших значениях спектрального
параметра получена асимптотика решений соответствующего дифференциального
уравнения. Изучены уравнение на собственные значения исследуемого оператора
и индикаторная диаграмма этого уравнения. Предложен новый метод для нахож-
дения асимптотики собственных значений изучаемого оператора.
Ключевые слова: краевая задача, дифференциальный оператор, разделенные
граничные условия, суммируемый потенциал, асимптотика собственных значений,
собственная функция.

1. Введение

Изучение асимптотики спектра дифференциальных операторов начиналось

со случая гладких коэффициентов. Для того чтобы изучать спектральные свой-

ства дифференциальных операторов, необходимо уметь выписывать асимптоти-

ческие формулы для решений соответствующих дифференциальных уравнений

(при больших значениях спектрального параметра) в зависимости от гладкости

коэффициентов. В [1] для дифференциальных уравнений высокого порядка

были выписаны асимптотические формулы для решений в случае бесконечной

гладкости коэффициентов и вычислены регуляризованные следы для соответ-

ствующих дифференциальных операторов. В [2] для операторов второго по-

рядка была установлена зависимость между гладкостью потенциала и количе-

ством членов разложения в асимптотических формулах для решений диффе-

ренциального уравнения. В [3] для дифференциальных операторов с гладкими

коэффициентами был предложен метод нахождения асимптотических формул

для собственных значений этих операторов. Случай кусочно гладких коэффи-

циентов для дифференциальных операторов второго порядка изучен в [4–8].

Случай суммируемого потенциала для оператора второго порядка был впервые

рассмотрен в [9]. В работах [10–13] автором предложен метод исследования опе-

раторов порядка выше второго с суммируемыми коэффициентами. При боль-

ших значениях спектрального параметра была найдена асимптотика решений
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соответствующих дифференциальных уравнений. С помощью этой асимптоти-

ки и соответствующих асимптотических оценок можно вычислять асимптотику

собственных значений и асимптотику собственных функций операторов с сум-

мируемыми коэффициентами.

2. Постановка задачи

Изучим следующую краевую задачу для дифференциального оператора пя-

того порядка, задаваемого дифференциальным уравнением вида

y(5)(x) + q(x)y(x) = λa5y(x), 0 ≤ x ≤ π, a > 0, (1)

с разделенными граничными условиями

y(m1)(0) = y(m2)(0) = y(m3)(0) = y(m4)(0) = y(n1)(π) = 0,

m1 < m2 < m3 < m4, mk, n1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, k = 1, 2, 3, 4.
(2)

Предполагаем, что потенциал q(x) является суммируемой функцией на отрезке

[0;π]:

q(x) ∈ L1[0;π] ⇐⇒




x∫

0

q(t) dt




′

x

= q(x) (3)

почти для всех x ∈ [0;π].

Наша цель — найти асимптотику собственных значений дифференциаль-

ного оператора (1)–(3).

3. Асимптотика решений

дифференциального уравнения (1)

Для начала получим асимптотику решений дифференциального уравнения

(1) при больших значениях спектрального параметра λ.

Пусть λ = s5, s = 5
√
λ, 5

√
1 = +1.

Пусть wk, k = 1, 2, . . . , 5, — различные корни пятой степени из единицы:

w5
k = 1, wk = e

2πi
5 (k−1), k = 1, 2, . . . , 5,

w1 = 1, w2 = e
2πi
5 , w2 = cos

(
2π

5

)
+ i sin

(
2π

5

)
= z 6= 0,

w3 = e
4πi
5 = cos

(
4π

5

)
+ i sin

(
4π

5

)
= w2

2 = z2, w4 = w3
2 , . . . ,

wk = wk−1
2 , k = 1, 2, . . . , 5.

(4)

При этом для чисел wk, k = 1, 2, . . . , 5, из (4) справедливы следующие ра-

венства:
5∑

k=1

wm
k = 0, m = 1, 2, 3, 4,

5∑

k=1

wm
k = 5, m = 0, m = 5. (5)

С помощью метода вариации постоянных аналогично работам [14, гл. 2; 15,

гл. 4; 16; 17, гл. 1] устанавливается следующее утверждение.
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Теорема 1. Общее решение дифференциального уравнения (1) имеет вид

y(x, s) =

5∑

k=1

Ckyk(x, s), y(m)(x, s) =

5∑

k=1

Cky
(m)
k (x, s), m = 1, 2, 3, 4, (6)

yk(x, s) = eawksx − 1

5a4s4
A0

4,k(x, s) +O

(
e| Im s|x

s8

)
, k = 1, 2, . . . , 5, (7)

y
(m)
k (x, s)

(as)m
= wm

k e
awksx −

Am
4,k(x, s)

5a4s4
+O

(
e| Im s|x

s8

)
, m = 1, 2, 3, 4, k = 1, 2, . . . , 5,

(8)

A0
4,k(x, s) =

5∑

n=1

wne
awnsx

x∫

0

q(t)ea(wk−wn)st dtakn, k = 1, 2, . . . , 5, (9)

Am
4,k(x, s) =

5∑

n=1

wnw
m
n e

awnsx

x∫

0

q(t)ea(wk−wn)stdtakn, k = 1, 2, . . . , 5, m = 1, 2, 3, 4.

(10)

При выводе формул (6)–(10) использованы следующие начальные условия:

A0
4,k(0, s) = 0, Am

4,k(0, s) = 0, yk(0, s) = 1,

y
(m)
k (0, s) = wm

k (as)m, y(0, s) =

5∑

k=1

C1 · 1,

y
(m)
k (0, s) =

5∑

k=1

Ckw
m
k (as)m, m = 1, 2, 3, 4, k = 1, 2, . . . , 5.

(11)

4. Изучение граничных условий (2)

Применяя формулы (6)–(8) и начальные условия (11), изучим граничные

условия (2). Подставляя формулы (6) в граничные условия (2), имеем

y(mp)(0, s)
(2)
= 0

(6)⇐⇒
5∑

k=1

Cky
(mp)
k (0, s) = 0, p = 1, 2, 3, 4,

y(n1)(π, s)
(2)
= 0

(6)⇐⇒
5∑

k=1

Cky
(n1)
k (π, s) = 0, mp, n1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

(12)

Теорема 2. Уравнение на собственные значения дифференциального опе-

ратора (1)–(2) с условием (3) суммируемости потенциала имеет следующий вид:

f(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(m1)
1 (0, s) y

(m1)
2 (0, s) . . . y

(m1)
4 (0, s) y

(m1)
5 (0, s)

y
(m2)
1 (0, s) y

(m2)
2 (0, s) . . . y

(m2)
4 (0, s) y

(m2)
5 (0, s)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y
(m4)
1 (0, s) y

(m4)
2 (0, s) . . . y

(m4)
4 (0, s) y

(m4)
5 (0, s)

y
(n1)
1 (π, s) y

(n1)
2 (π, s) . . . y

(n1)
4 (π, s) y

(n1)
5 (π, s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (13)
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Для доказательства теоремы 2 применим к системе (2) метод Крамера:

однородная система (12) имеет ненулевые решения (C2
1 + C2

2 + · · · + C2
5 6= 0)

только в том случае, когда ее определитель равен нулю.

Учитывая формулы (11), уравнение (13) перепишем в следующем виде:

f(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wm1
1 wm1

2 . . . wm1
4 wm1

5

wm2
1 wm2

2 . . . wm2
4 wm2

5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
wm4

1 wm4
2 . . . wm4

4 wm4
5

y
(n1)
1 (π, s) y

(n1)
2 (π, s) . . . y

(n1)
4 (π, s) y

(n1)
5 (π, s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (14)

Раскладывая определитель f(s) из (14) по последней строке, имеем

f(s) = y
(n1)
1 (π, s)D5,1 − y

(n1)
2 (π, s)D5,2 + y

(n1)
3 (π, s)D5,3

− y
(n1)
4 (π, s)D5,4 + y

(n1)
5 (π, s)D5,5 = 0, n1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, (15)

где D5,k — алгебраические миноры к элементу последней строки k-го столбца,

k = 1, 2, . . . , 5. При этом

D5,5 =

∣∣∣∣∣∣∣

wm1
1 wm1

2 wm1
3 wm1

4

wm2
1 wm2

2 wm2
3 wm2

4

wm3
1 wm3

2 wm3
3 wm3

4

wm4
1 wm4

2 wm4
3 wm4

4

∣∣∣∣∣∣∣
= D4 6= 0, (16)

так какD5,5 представляет собой определитель Вандермонда чисел wm1
2 , wm2

2 , . . . ,

wm4
2 :

D5,5 = detWandermond’s
(
wm1

2 , wm2
2 , wm3

2 , wm4
2

)
=

∏

k>p,
k,p∈{1,2,3,4}

(
wmk

2 − w
mp

2

)
6= 0.

(17)

Введя обозначения wm+5 = wm, m = 1, 2, . . . , 5, по формулам (4), (5) нахо-

дим

D5,1 =

∣∣∣∣∣∣∣

wm1
2 wm1

3 wm1
4 wm1

5

wm2
2 wm2

3 wm2
4 wm2

5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
wm4

2 wm4
3 wm4

4 wm4
5

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

zm1 z2m1 z3m1 z4m1

zm2 z2m2 z3m2 z4m2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
zm4 z2m4 z3m4 z4m4

∣∣∣∣∣∣∣
,

тем самым в силу свойств определителей вынося из k-й строки определителя

D5,1 множитель zmk , k = 1, 2, 3, 4, имеем

D5,1 = zM4

∣∣∣∣∣∣∣

1 zm1 z2m1 z3m1

1 zm2 z2m2 z3m2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 zm4 z2m4 z3m4

∣∣∣∣∣∣∣
= zM4

∣∣∣∣∣∣∣

wm1

1 wm1

2 wm1

3 wm1

4

wm2
1 wm2

2 wm2
3 wm2

4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
wm4

1 wm4
2 wm4

3 wm4
4

∣∣∣∣∣∣∣

= zM4

∏

k>n,
k,n∈{1,2,3,4}

(
zmk − zmn

)
= zM4D4 6= 0, M4 =

4∑

n=1

mn. (18)



82 С. И. Митрохин

Для минора D5,2 получаем

D5,2 =

∣∣∣∣∣∣∣

wm1
1 wm1

3 wm1
4 wm1

5

wm2
1 wm2

3 wm2
4 wm2

5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
wm4

1 wm4
3 wm4

4 wm4
5

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

wm1
3 wm1

4 wm1
5 wm1

1

wm2
3 wm2

4 wm2
5 wm2

1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
wm4

3 wm4
4 wm4

5 wm4
1

∣∣∣∣∣∣∣
· (−1),

откуда с учетом того, что wmk
1 = wmk

6 = z5mk , вынося z2mk из k-й строки

определителя, находим

D5,2 = (−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣

1 zm1 z2m1 z3m1

1 zm2 z2m2 z3m2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 zm4 z2m4 z3m4

∣∣∣∣∣∣∣
· zM4 = (−1)z2M4D4. (19)

Аналогичным образом выводятся следующие формулы:

D5,3 = z3M4D4, D5,4 = (−1)z4M4D4, . . . , D5,k = (−1)k−1zkM4D4 6= 0,

k = 1, 2, . . . , 5, M4 = m1 +m2 +m3 +m4.

5. Исследование уравнения на собственные значения

Учитывая формулы (7), (8), подставим формулы (16)–(20) в уравнение (15):

f(s)

(as)n1D4
=

[
wn1

1 eaw1sπ −
An1

4,1(π, s)

5a4s4
+O

(
1

s8

)]
zM4

−
[
wn1

2 eaw2sπ−
An1

4,2(π, s)

5a4s4
+O

(
1

s8

)]
z2M4+· · ·−

[
wn1

4 eaw4sπ−
An1

4,4(π, s)

5a4s4
+O

(
1

s8

)]
z4M4

+

[
wn1

5 eaw5sπ −
An1

4,5(π, s)

5a4s4
+O

(
1

s8

)]
z5M4 = 0, n ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. (21)

Индикаторная диаграмма уравнения (21) представляет собой правильный

пятиугольник, вершинами которого являются точки wk, k = 1, 2, . . . , 5, из (4).

При этом корни уравнения (21) могут находиться только в пяти секторах бес-

конечно малого раствора, биссектрисы которых являются серединными пер-

пендикулярами к сторонам этого пятиугольника. Поэтому из общей теории

нахождения корней функций вида (21) (см. [18, гл. 12]) следует справедливость

следующего утверждения.

Теорема 3. Уравнение на собственные значения оператора (1)–(3) в сек-

торе 1, соответствующем отрезку [w1;w2] индикаторной диаграммы, имеет сле-

дующий вид:

g1(s) = (as)n1D4z
M4

{[
wn1

1 eaw1sπ −
An1

4,1(π, s)

5a4s4
+O

(
1

s8

)]

− zM4

[
wn1

2 eaw2sπ −
An1

4,2(π, s)

5a4s4
+O

(
1

s8

)]}
= 0. (22)

Чтобы найти корни функции g1(s) из (22), перепишем ее в следующем виде:

g1(s) = g10(s) −
1

5a4s4
g1,4(s) +O

(
1

s8

)
= 0, (23)
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g10(s) = wn1
1 eaw1sπ − zM4wn1

2 eaw2sπ, (24)

g1,4(s) = An1
4,1(π, s) − zM4An1

4,2(π, s). (25)

Поделив уравнения (23)–(25) на wn1

1 eaw2sπ 6= 0, получаем

g̃1(s) = g̃10(s) −
1

5a4s4
g̃1,4(s) +O

(
1

s8

)
= 0, (26)

g̃10(s) = ea(w1−w2)sπ − zM4wn1
2 w−n1

1 , (27)

g̃1,4(s) = w−n1
1 e−aw2sπAn1

4,1(π, s) − zM4w−n1
1 e−aw2sπAn1

4,2(π, s). (28)

Основное приближение уравнения (26)–(28) имеет вид g̃10(s) = 0. Учиты-

вая, что z = w2 = e
2πi
5 , w1 = 1, видим, что g̃10(s) = 0 только в следующем

случае:

exp[aπs(w1 − w2)] = zM4zn1e2πik

⇐⇒ exp[aπs(w1 − w2)] = exp

(
2πi

5
(M4 + n1) + 2πik

)
, k ∈ Z.

Тем самым корни основного приближения уравнения (26)–(28) (т. е. корни урав-

нения g̃10(s) = 0) находятся в явном виде по формуле

sk,1,осн =
2ik̃

a(w1 − w2)
, k̃ = k +

1

5
(M4 + n1), M4 =

4∑

n=1

mn.

6. Асимптотика собственных значений

дифференциального оператора (1)–(3)

Из общей теории нахождения асимптотики корней целых функций вида

(26)–(28) (см. [18, гл. 12; 19–21]) следует, что справедлива

Теорема 4. Асимптотика собственных значений дифференциального опе-

ратора (1)–(2) (с условием (3) суммируемости потенциала) в секторе 1 индика-

торной диаграммы имеет следующий вид:

sk,1 =
2ik̃

a(w1 − w2)
+

2id4,k,1

a(w1 − w2)k̃4
+O

(
1

k̃8

)
, k̃ = k+

1

5
(M4 + n1), k ∈ Z. (29)

Чтобы доказать теорему 4, достаточно вычислить коэффициенты d4,k,1 из

(29) в явном виде. Применяя формулы (9), (10) для выражений An1
4,1(π, s) и
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An1
4,2(π, s) из (28) и формулу Тейлора, находим

An1

4,1(π, s)
∣∣
sk,1

=


w1w

n1

1 eaw1sπ

π∫

0

q(t) exp((w1 − w2)asπ) dta11

+w2w
n1
2 eaw2sπ

π∫

0

q(t) exp((w1 − w2)asπ) dta12 + ¯̄o(1)



sk,1

,

An1
4,2(π, s)

∣∣
sk,1

=


w1w

n1
1 eaw1sπ

π∫

0

q(t) exp((w2 − w1)asπ) dta21

+w2w
n1
2 eaw2sπ

π∫

0

q(t) exp((w2 − w2)asπ) dta22 + ¯̄o(1)



sk,1

,

(30)

ea(w1−w2)sπ |sk,1
= zM4zn1

[
1 +

2πid4,k,1

k̃4
+O

(
1

k̃8

)]
, (31)

1

s4

∣∣∣∣
sk,1

=
1

24i4k̃4
a4(w1 − w2)

4

[
1 +O

(
1

k̃5

)]
. (32)

Подставляя формулы (29)–(32) в уравнения (26)–(28) и проводя необходимые

преобразования, имеем[
zM4zn1 + zM4zn1

2πid4,k,1

k̃4
+O

(
1

k̃8

)
− zM4zn1

]

− a4(w1 − w2)
4

5a424i4k̃4

(
1 +O

(
1

k̃5

))



w1e

a(w1−w2)sπ




π∫

0

. . .




a11

− w2w
n1
2 zM4




π∫

0

. . .




a22


−


w1z

M4ea(w1−w2)sπ




π∫

0

. . .




a21

+ w2z
n1zM4zM4




π∫

0

. . .




a12







∣∣∣∣∣∣
s=sk,1,осн

+O

(
1

k̃8

)
= 0. (33)

Из формул (4), (5) получаем

w1 − w2 = 1 − z = 1 − e
2πi
5 = e

πi
5 [e−

πi
5 − e

πi
5 ] = (−2i)e

πi
5 sin

(
π

5

)
. (34)

Подставляя (34) в (33) и учитывая, что

(
π∫
0

. . .

)

a11

=

(
π∫
0

. . .

)

a22

=
π∫
0

q(t) dta11,

выводим

d4,k,1 =
1

5π

1

zM4zn125
(w1−w2)

4






w1z

M4zn1




π∫

0

. . .




a11

−w2z
M4zn1




π∫

0

. . .




a22




+

[
w2z

M4z−M4zn1




π∫

0

. . .




a12

− w1z
M4zM4zn1




π∫

0

. . .




a21







∣∣∣∣∣∣
s=sk,1,осн

. (35)
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Второе выражение в (35) равно


w2z

n1




π∫

0

. . .




a12

− w1z
2M4zn1




π∫

0

. . .




a21



∣∣∣∣∣∣
s=sk,1,осн

=


z · zn1

π∫

0

q(t)ea(w1−w2)st dta12 − zn1 · z2M4

π∫

0

q(t)ea(w1−w2)st dta21



∣∣∣∣∣∣
s= 2ik̃

a(w1−w2)

= zn1zM4e
πi
5 e

πi
5 e−

2πi
5 M4

π∫

0

q(t) exp

[
at2i

k̃

a

]
dt− zn1zM4e

2πi
5 M4

π∫

0

q(t) exp[−2k̃ti] dt

= e
πi
5 zn1zM42i

π∫

0

q(t) sin

[
2k̃t+

π

5
− 2π

5
M4

]
dtn1 . (36)

Из (35), (36) находим

d4,k,t =
(w1 − w2)

5

5π · 25




π∫

0

q(t) dta11 −
1

sin(π5 )




π∫

0

. . .




n1


, k ∈ Z, (37)

M4 =
4∑

k=1

mk, k̃ = k + M4+n1

5 , интеграл

(
π∫
0

. . .

)

n1

определен в (37).

Таким образом, теорема 4 полностью доказана.

Изучая другие сектора индикаторной диаграммы и соответствующие урав-

нения на собственные значения, приходим к справедливости следующего утвер-

ждения.

Теорема 5. 1. В секторе 2 индикаторной диаграммы, биссектриса кото-

рого является серединным перпендикуляром к отрезку [w2;w3], асимптотика

собственных значений дифференциального оператора (1)–(3) имеет следующий

вид:

sk,2 = sk,1e
2πi
5 , (38)

где sk,1 определены в (29), (36), (37).

2. Для остальных секторов индикаторной диаграммы справедливы форму-

лы

sk,n = sk,1e
2πi
5 (n−1), n = 1, 2, . . . , 5, sk,n+5 = sk,n, n = 1, 2, . . . , 5. (39)

3. Собственные значения дифференциального оператора (1)–(3) находятся

по формуле

λk,n = s5k,n, n = 1, 2, . . . , 5, k = 1, 2, 3, . . . . (40)

С помощью формул (29) и (36)–(40) устанавливается следующая теорема о

поведении собственных функций дифференциального оператора (1)–(3).
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Теорема 6. Собственные функции fk(x, sk), k = 1, 2, 3, . . . , дифференци-

ального оператора (1)–(3), соответствующие собственным значениям λk из (39),

(40), вычисляются по формуле

fk(x, sk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(m1)
1 (0, s) y

(m1)
2 (0, s) . . . y

(m1)
4 (0, s) y

(m1)
5 (0, s)

y
(m2)
1 (0, s) y

(m2)
2 (0, s) . . . y

(m2)
4 (0, s) y

(m2)
5 (0, s)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y
(m4)
1 (0, s) y

(m4)
2 (0, s) . . . y

(m4)
4 (0, s) y

(m4)
5 (0, s)

y1(x, s) y2(x, s) . . . y4(x, s) y5(x, s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (41)

Используя (11), перепишем формулу (41) в следующем виде:

fk(x, sk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wm1
1 wm1

2 . . . wm1
4 wm1

5

wm2

1 wm2

2 . . . wm2

4 wm2

5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
wm4

1 wm4
2 . . . wm4

4 wm4
5

y1(x, s) y2(x, s) . . . y4(x, s) y5(x, s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (42)

Формула (42) позволяет аналогично работам [16, 22] вычислить асимптоти-

ку собственных функций дифференциального оператора (1)–(3).

7. Заключение

Граничные условия (2) задают целое семейство дифференциальных опера-

торов пятого порядка с суммируемым потенциалом. Полученные нами форму-

лы для собственных значений и собственных функций можно применять для по-

лучения регуляризованных следов этих операторов и для исследования свойств

базисности собственных функций. Получение формул (6)–(11) позволяет анало-

гичным образом исследовать и операторы более высоких порядков с суммируе-

мыми коэффициентами, при этом с возрастанием порядка дифференциального

оператора сложность вычислений возрастает многократно.
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