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Ю.В.Малышев 
 
ФАКТОРИЗАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
 
Развивается символический метод применительно для дифференциальных уравнений в частных 
производных, допускающих факторизацию. Показано, что применение символического метода по-
зволило получить общее решение задачи Гурса, записанное через функцию Римана. Приводятся 
многочисленные примеры, иллюстрирующие предложенный подход. 
 
Исследуются дифференциальные уравнения в частных производных ,допускающие факто-

ризацию. Применение символического метода позволяет получать общее решение  задачи Гур-

са , записанное через функции Римана. Пусть 
k

k x
D

∂
∂

=  - оператор дифференцирования по пе-

ременной kx , =
kD

1
∫
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ч 0

...- оператор интегрирования , ),,( 1 nxxx K=  – n-мерный вектор, 

D=(D1,…,Dn) – оператор градиента ,ξ=(ξ1,…,ξn) – произвольный вектор. Положим ξр=ξ1
р1…ξn

pn. 
Компоненты вектора ξ могут быть числами или операторами, в частности, для ξ=D символ Dр 
обозначает дифференциальный оператор np

n
pp DDD K1

1= . Порядок дифференциального опе-

ратора pD  обозначается через ,p  nppp ++= K1 . Рассмотрим дифференциальный опера-

тор порядка m: ∑
=

≡
mp

pp
m DaDL )( , где коэффициенты pa могут быть постоянными или функ-

циями независимых переменных x [1]. 
В дальнейшем будем предполагать, что оператор  L m  (D) допускает одну из факторизаций: 
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а исследуемые уравнения будут: 
10 ∑

−≤

=−
1

11 )(
mp

pp fuDaD α& ;  (1) 

20 ∑∑
−≤=

=
11

)(
mp

pp
n

i
ii fuDaDa . (2) 

Рассмотрим каждый из указанных случаев отдельно. 
1. С помощью формул символического метода [2] уравнение (1) можно представить в виде 
 ∑

−≤

− =
1

1
11

mp

pp fuDaeDe αα . 

Деля обе части полученного соотношения последовательно на экспоненту 1αe и на D1, по-
лучим уравнение, порядок которого понизился на единицу. 
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( 1ϕ - произвольная функция). 
Если оператор )(1 DLm− снова допускает факторизацию вида 10, то процесс интегрирования 

можно продолжить. В итоге получим общее решение уравнения (1), зависящее от m произволь-
ных функций ),,1( mii K=ϕ . 

Случай 20 сводится к случаю 10 с помощью некоторых замен переменных. Найдем первые 

интегралы линейного уравнения ∑
=

=
n

i
ii VDa

1
0 . 
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Пусть это будут функции ψi(x)=c, (i=1,…,n-1, сi=const). Сделаем замену переменных: ξi=ψi , 
ξn=ψn. Тогда линейный множитель случая 20 превратится в линейный множитель случая 10. 

Действуя как выше, получим символическое представление уравнения (2). Итак, справед-
лива теорема. 

Т е о р е м а 1. Если оператор Lm(D) факторизуем, то уравнение (1) интегрируется в квад-
ратурах. 

Задача Гурса.  Найти решение уравнения 
 Ln(D)U=ƒ (3) 

в области { }10: xxxxG ≤≤= , удовлетворяющее краевым условиям 
 U(x1,…,xi-1, xi

0 , xi+1,…, xn) = ϕi(x1,…,xi-1,  xi+1,…,xn),  (4) 
при условии согласования  

ϕj(x1,…,xj-1, xj+1,…,xi-1,xi
0,xi+1,…,xn)= ϕi(x1,…,xj-1, xj

0, xj+1,…,xi-1, xi+1,…, xn), j<i     [3]. 
Рассмотрим оператор ∑

≤

−≡
np

p
pp

n aDDL )1()(* , сопряженный к оператору Lm(D)  [1]. Реше-

ние уравнения Ln
*(D)V=0 есть функция Римана V=R(x0,x) со свойствами 

1),(,1),( 00 ≡≡ xxRxxR .По переменным 0x функция Римана удовлетворяет уравнениям 
0)( =UDLn  [3, 6]. 

Задачу Гурса будем решать в предположении факторизации оператора 
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Символическим методом приведем уравнения (5) к виду 
 0121

1 =−− VeDeDe n
n

αααα K .  (6) 

Пусть 0x x const= = ; 1,,1 −= nj K . Из (6) тогда получим 0=− VeDe nn
n

αα . Отсюда  

nVe n Ψ=−α  ( nΨ – произвольная функция), n
neR Ψ= α . Для нахождения nΨ положим 0

nn xx = .В 

силу 1),( 00 ≡xxR получим 1=Ψn , то есть R(x0,x0) 0
ii xx = = ),,,( 0

1
0
1 nnn xxxe −Kα . 

Пусть теперь xp = xp
0 = const, p=1,…,n-2. Решаем уравнения ,0))(( 11 =−− −− VDD nnnn αα &&  
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(здесь 12 =Ψ −n  и крайние члены равны , следовательно, 01 =Ψ −n ). Таким образом, 

=
= 0

pp xxR 0)( 2
pp

n
xxne

=−Ψα = ),,,,,(),,,,( 00
1

0
2

0
2

0
111

0
2

0
1 nnnnnnn xxxxxxxxxe −−−−− + KK αα .Продолжая процесс, в общем слу-

чае получим экспоненциальное представление функции Римана: 
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Формула (7) другим способом получена в [3] и [5]. Нетрудно показать, что сопряженным 

оператором к оператору ∏
=

−≡
n

k
kkn aDDL

1

* )()(  будет оператор ∏
=

+≡
1

)()(
nk

kkn aDDL . 

Отсюда следует теорема 2. 
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Т е о р е м а 2. Если оператор Ln(D) факторизуем, то и сопряженный к нему оператор L*
n(D) 

также факторизуем и, наоборот, из факторизации оператора L*
n(D) следует факторизация опе-

ратора Ln(D).  
С л е д с т в и е. Если оператор Ln(D) или L*

n(D) факторизуем, то уравнение Ln(D)U=ƒ 
(Ln

*(D)V=F) интегрируется в квадратурах. 
Доказательство получается интегрированием символическим методом.  
Приступим теперь к решению задач Гурса для уравнения 

Ln(D) ≡∏
=

=+
1

)(
mk

kk fUaD .  

Применяя символический метод, получим ∏
=

−− =−

1
1

mk
k fUeDe kkk ααα   )0( 0 =α . Окончательно 

 12
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Ψ+Ψ++Ψ+= −−−
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Здесь Ψ1,…,Ψn - произвольные функции, подлежащие определению при выполнении краевых 
условий. 

Пусть xn = x°n , тогда Ψn= ][ 0
1211

11 nn

nnn
xxnn eDeDe =

−
−

− −−− ϕαααα K . 

При xn-1 = x°n-1 имеем 
 Ψn-1= [ ] 0

11

1322
112 −−

−−−
=−

−
−

−
nn

nnn
xxnn eDeDe ϕαααα K .  (9) 

                               K                                                     
При x1 = 0

1x  – Ψ1=ϕ1(x1,…,xn). 
Формулы (8), (9) дают решение задачи Гурса. Эти формулы допускают представление че-

рез функции Римана и тогда они совпадают с известными формулами [3].  
Покажем это для случая n=2. Решим задачу Гурса для уравнения 
 
 L(D)U≡Uxy+ a(x,y)Ux+b(x,y)Uy+c(x,y)U=ƒ(x,y)  (10) 

 
в прямоугольнике D={x0<x<x1, y0<y<y1} с краевыми условиями 
 

 U(x0,y0)=ϕ(y), U(x,y0)=Ψ(x), ϕ(y0)=Ψ(x0).  (11) 
 
Предполагая, что уравнение (10) факторизуемо, запишем его в виде 
 
 L(D)U≡(Dy+a)(Dx+b)U=ƒ (c=ab+by).   (12) 
 
Сопряженное уравнение будет 
 
 L*(D)V ≡(Dx-a)(Dy-b)V=0. (13) 
 

Обозначим a=αy, b=βx, ( ∫=
y

y

dxa
0

,),( ττα  ∫=
x

x

dtytb
0

),(β ). 

Решение уравнения (13) дает функцию Римана для уравнения  (12): 

 R(x,y,x0,y0)= }






+= ∫ ∫+
y

y

x

x

yxyx tdytbdxae
0 0

0 ),(),(exp 0
),(),( ττβα . 

Решение задачи Гурса для уравнения (12), согласно (8)и (9), будет 
 

 ]}[{ ϕβαββααββ −
=

−−−− +Ψ′+Ψ+= ebe
D

efe
D

e
D

eU yy
xyx

0

111 . (14) 

Выразим это решение через функцию Римана. Для этой цели в (14) внесем все экспоненты 
под знаки интегралов: 

 

 ][ +Ψ′+Ψ+= ∫∫ ∫ −+−+−+− ξξξξξηηξ ξαξββηξαξαξββ dybeddfeU
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yyyx
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y

yyyx

00 0
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),(),(),(),(),(),(),(   

 + ).(),( ye yx ϕβ−  
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Но 

 ∫ ∫ ∫−=+−=+−
x

x x

x

dtytbdtytbytbyyx
0 0

,),(),(),(),(),(
ξ

ξ

ξββ  

 ∫=
y

y

day
0

,),(),( ττξξα   ),,;,( 0
),( yxyxRe yx =−β   ),;,( 0

),(),(
0 yxyRe

y

y

x

dtytbda

ξξ

ττξ

=
∫ ∫−−

. 

Интегрируя по частям в интеграле, содержащим Ψ′, окончательно получим 

 U= ∫ ∫
x

x

y

y

R
0 0

(ξ,η,x,y)ƒ(ξ,η)dηdξ+ ∫
x

x0

[b(ξ,y0)R(ξ,y0,x,y)- 

 - ] +Ψ−Ψ
∂
∂ )(),,,()(),,,( 0000 xyxyxRxyxyR ξ
ξ 0( , , , ) ( )R x y x y yϕ . (15) 

Формула (15) дает решение задачи Гурса для уравнения (10),(11) (с заданной факторизаци-
ей (12)). 

Рассмотрим уравнение (Dy + a)(Dx +b)V=0 при x=x0 . Его решение будет 

 R(x0,y0,x0,y) =
∫
0

0 ),(
y

y

dxa

e
ττ

.  
Заменим у0 на η  и продифференцируем по η:  

 
β∂
∂

R(x0,η,x0,y)- R(x0,η,x0,y)a(x0,η)=0. 

Добавим к формуле (15) нулевое слагаемое  

 U= ∫ ∫
x

x

y

y

R
0 0

((ξ,η,x,y)ƒ(ξ,η)dηdξ+ ∫
x

x0

[b(ξ,y0) R(ξ,y0,x,y)-
ξ∂
∂

R(ξ,y0,x,y)]Ψ(ξ)dξ+ ∫
y

y

a
0

([ x0,η)R(x0,η,x,y)- 

 −
η∂
∂

R(x0,η,x,y)]ϕ(η)dη+R(x0,y0,x,y)Ψ(x)+R(x0,y0;x,y)ϕ(y)-R(x0,y0;x,y)Ψ(x0). (16) 

Теперь формула (16) совпадает с формулой (1.20) из [3], полученной другим способом без 
учета факторизации уравнения.  

Итак, использование символического метода в случае факторизации дифференциальных 
уравнений в частных производных облегчает нахождение решений этих уравнений.   
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