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Аннотация. В работе исследуются статистические свойства случайной ве-
личины, являющейся несмещенной оценкой максимального правдопо-
добия показателя распределения Парето. Степенные законы распреде-
ления, такие как распределение Парето, в последнее время привлекают 
внимание исследователей в самых различных областях науки и техники, 
от экономики и лингвистики до анализа интернет-трафика, что опреде-
ляет практическую ценность решения задачи об определении показате-
ля степенного закона по заданной выборке. Наиболее часто используе-
мая в решении подобных задачах оценка максимального правдоподобия 
приводит к случайной величине. В статье устанавливаются числовые ха-
рактеристики этого распределения: мода, медиана, центральные момен-
ты, а также дифференциальная энтропия и характеристическая функ-
ция.  
Ключевые слова: показатель распределения Парето, функция распределе-
ния, моменты, числовые характеристики распределения. 

 

1. Введение  

Распределение Парето задается плотностью вероятностей  
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при .x    При x    плотность вероятности и функция распределения равны нулю. 

Это распределение впервые появилось в работах Вильфредо Парето по эконо-

мической статистике. Оно описывает распределение доходов в обществе, при усло-

вии, что все эти доходы превышают некоторый базовый уровень  . 

Впоследствии были открыты многие новые важные области применения этого 

распределения: лингвистика (частота употребления слов); сейсмология (закон Гу-
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тенберга — Рихтера); распределение длин файлов в интернет-трафике; популяр-

ность имен; размер паводка; природные и техногенные катастрофы. 

Степенные законы и связанные с ними распределения широко исследуются в 

последнее время. Многие области исследований и применений описаны, например, 

в [1]. 

Возможно, самой практически важной проблемой является исследование ката-

строф. Предсказание интенсивности катастроф, как природных, так и техноген-

ных, — это задача, важность которой переоценить невозможно. Вот, например, что 

сказано по этому поводу в [2]: «...В ряду ущербов от катастроф изредка встречают-

ся суперэкстремальные значения, несоизмеримые по величине со значениями для 

подавляющей части событий. Ущерб от этих суперэкстремальных событий сравним 

с суммарным ущербом от всех катастроф за тот же период времени». 

2. Обсуждение проблемы и предварительные исследования 

При планировании необходимо знать, какой интенсивности катастроф следует опа-

саться, а какие маловероятны. Для этого надо уметь определять параметры распре-

деления Парето по предыдущим наблюдениям. Это приводит к такой математиче-

ской постановке задачи: получена выборка 1 ,, nx x   подчиняющаяся распределе-

нию Парето. Требуется определить или с достаточной точностью оценить парамет-

ры  и . 

Сразу заметим, что достаточно определить параметр , поскольку параметр  

обычно известен заранее: это — минимальный порог, и значения, меньшие , про-

сто не попадают в выборку. Если исследуем, скажем, землетрясения, то в выборку 

попадают только те из них, чья интенсивность (энергия, магнитуда) больше опре-

деленного порога. 

Если возьмем другую выборку, с другим порогом, то параметр   окажется тем 

же самым. Это следует из такого свойства распределения Парето: если X — слу-

чайная величина, распределенная по Парето с параметрами  и , то условное рас-

пределение X при условии 1X x  также подчиняется распределению Парето с па-

раметрами  и 1.x  

Таким образом, следует сосредоточиться на задаче оценивания по выборке па-

раметра , считая, что параметр  известен. 

Для оценки параметров распределения по выборке наиболее часто использует-

ся метод максимального правдоподобия. В случае распределения Парето плотность 

вероятности того, что элементы выборки примут значения 1, , ,nx x  если парамет-

ры распределения Парето равны  и , равна  
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Взяв логарифм этой плотности вероятности (обычно называемый функциона-

лом правдоподобия), найдя производную этого логарифма по параметру  и при-

равняв ее к нулю, получим оценку этого параметра, называемую оценкой макси-

мального правдоподобия:  
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Здесь 1, , nx x  — выборка; n — объем выборки. 

Эту формулу можно представить в виде  
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откуда следует, что без ограничения общности можно считать, что  = 1. 

Настоящая работа посвящена исследованию статистических свойств оценки 

максимального правдоподобия параметра . В [2] обсуждаются различные, в ос-

новном эмпирические, подходы к этой оценке, в частности, предпринимается по-

пытка интервального оценивания. Другие подходы см. например в [3] и [4]. 

В [5] описан следующий вычислительный эксперимент. Генерировалось 5000 

выборок, подчиненных распределению Парето, с параметрами  = 0.8 и  = 2.5. 

Объемы выборок были равны 10, 20 и 50. Для каждой выборки вычислялась оценка 

α̂.  Результаты вычислительного эксперимента указывают на то, что оценка α̂  — 

смещенная и позволяют предложить эмпирическую формулу для несмещенной 

оценки:  
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Результаты численного эксперимента можно представить в табл. 1.  

 

Таблица 1. Результаты численного эксперимента оценки максимального правдоподобия 

 = 0.8 

Объем выборки  10 20 50 

ОМП  ̂  0.890 0.843 0.813 

Исправленная ОМП  ̃  0.801 0.801 0.797 

 = 2.5 

Объем выборки  10 20 50 

ОМП  ̂  2.782 2.635 2.550 

Исправленная ОМП  ̃  2.504 2.503 2.499 
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В табл 1. указана как оценка максимального правдоподобия (ОМП) ˆ ,  так и 

исправленнная в соответствии с предыдущей формулой оценка α.   

Если брать различные выборки 1, , ,nx x  то несмещенная оценка максималь-

ного правдоподобия становится случайной величиной. Аналитически свойства этой 

случайной величины не исследовались, в частности, никакие ее свойства не нашли 

отражения в подробном и всеобъемлющем справочнике [6]. Исследованию свойств 

этой случайной величины и посвящена настоящая статья. 

Некоторые свойства этого распределения были установлены авторами в [7]. В 

частности, там строго аналитически доказано, что оценка ̂  — смещенная, и вме-

сто нее следует рассматривать оценку  

 ( ) .ˆ 1n n     

В [7] доказано, что это действительно несмещенная оценка, то есть ее математиче-

ское ожидание совпадает с истинным значением параметра . При этом обе оценки 

состоятельные. Кроме того, в [7] авторами была доказана следующая теорема. 

Пусть 1, , nx x  — выборка, подчиняющаяся распределению Парето с парамет-

рами ,  и объемом выборки n. Случайная величина, равная исправленной оценке 

максимального правдоподобия для параметра распределения   
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имеет функцию распределения  
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и плотность вероятности  
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В этих формулах и введен новый параметр ( 1),a n   объединяющий пара-

метры исходного распределения Парето. 

Далее устанавливаются основные свойства этого распределения. 

На рис. 1 и 2 представлены графики плотности вероятности этого распределе-

ния для  = 2.5 и  = 0.8 при различных значениях n, при этом  = 1. Как ранее ука-

зывалось, всегда можно считать, что  = 1, поскольку общий случай приводится к 

этому случаю заменой .i ix x   В статье, однако с целью сохранения общности, 

рассматривается случай произвольного .  

Математическое ожидание для этого распределения равно MX =  , диспер-

сия  
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На рис. 3 и 4 представлены функции распределения при различных значениях 

 и n. 

 
 

Рисунок 1. Графики плотности вероятно-

стей распределения с  = 2.5 (красный)  

и  = 0.8 (зеленый), n = 20  

 

 

Рисунок 2. Графики плотности вероятно-

стей распределения с  = 2.5 (красный)  

и  = 0.8 (зеленый), n = 50 

 
  

Рисунок 3. Графики функции распределения  

с  = 2.5 (красный) и  = 0.8 (зеленый),  

n = 20  

 
  

Рисунок 4. Графики функции распределения  

с  = 2.5 (красный) и  = 0.8 (зеленый),  

n = 50 

3. Основные результаты 

Вычислим значения числовых характеристик распределения, полученного в [7]. 

Мода распределения, точка в которой плотность вероятности максимальна, по-

лучается из условия '( ) 0x   и равна:  

 0

1
.

1 1

a n
x

n n


  

 
  

Асимптотически при больших n мода стремится к математическому ожиданию 

случайной величины. 

Для вычисления медианы распределения заметим, что функция распределения 

зависит только от двух параметров, a x  и n. Обозначим y a x  и найдем медиан-
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ное значение ,my  при котором функция распределения равна 1 2.  После этого ме-

диана находится по формуле  

 ( 1) .m mx n y    

Эта медиана, разумеется, зависит от n. График этой зависимости, полученный 

в результате численных расчетов, приведен на рис. 5. При малых значениях n гра-

фик малоинформативен, а с ростом n медиана быстро сходится к значению . 

  
 

Рисунок 5. Зависимость моды (синим) и медианы (фиолетовым)  

распределения от n,  = 2.5 

 

Мода асимптотически стремится к медиане с возрастанием n. Помимо под-

тверждения численными расчетами, это можно обосновать аналитическм при по-

мощи следующего рассуждения. 

Рассмотрим асимптотику плотности вероятности при больших n. Для этого 

выполним предельный переход в данном выражении следующим образом. Плот-

ность вероятности (x) представим в виде экспоненциальной функции:  
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Легко проверить, что функция ( )x  имеет точку минимума в моде 0.x  При 

увеличении расстояния от моды до точки   плотность вероятности быстро спадает, 

так как ( ) ,x   при 0( )x x   или 0.x  Скорость стремления к беско-

нечности ( )x  пропорциональна n. При вычислении интегралов от плотности ве-

роятности основной вклад в интеграл будет давать окрестность точки 0.x  Разложим 

функцию ( )x  в ряд Тейлора в окрестности моды:  

 
2 20
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x
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Так как 0'( ) 0,x   то второе слагаемое в разложении отсутствует. Ограничив-

шись квадратичным по 0( )x x  слагаемым в разложении функции ( )x  мы полу-

чим приближенное, с точностью до экспоненциальных множителей 

exp( );   0,Cn C   асимптотическое распределение имеющее гауссову форму:  



И. С. Пулькин,  

А. В. Татаринцев 

 

 

Статистические свойства показателя  

распределения Парето 

 

 

504 
 

 
0

2
( ) 0

2

1 ( )
( ) e exp .

( ) 2

x

asymp

x x
x

a n

  
     

  
   

Квадратичное отклонение этого распределения зависит от объема выборки и 

других параметров исходного распределения Парето:  

 3/2
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
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и стремится к нулю при .n  Предэкспоненциальный нормировочный множи-

тель получившегося распределения при больших n эквиалентен нормировочному 

коэффициенту нормального распределения:  
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Дисперсия асимптотического распределения также эквивалентна дисперсии 

исходного распределения при больших n, хотя имеются и некоторые различия в 

следующих членах разложения по 1 :n   
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Таким образом, получим, что с точностью до экспоненциальных бесконечно 

малых величин при больших n имеет место распределение с плотностью вероятно-

сти:  

  2 2

asymp 0

1
( ) exp ( )) (2 .

2   
x x x    

 
  

Это распределение удовлетворяет условию нормировки на всей числовой оси 

( ; ).x    Исходное же распределение вероятности имеет плотность отличную 

от нуля на интервале [0; ).x   Такое расширение области определения допусти-

мо, так как изменяет плотность вероятности на экспоненциальную бесконечно ма-

лую величину. Так как нормальное распределение симметрично, то мода и медиана 

совпадают с точностью до экспоненциальных бесконечно малых при больших n. 

Математическое ожидание случайной величины X и ее квадрата, как уже было 

установлено в [7], равны:  
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Продолжая вычисление моментов случайной величины, легко получить,  
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В общем случае, момент произвольного порядка для случайной величины   

также легко вычисляется:  
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Для старших центральных моментов распределения имеем выражения:  
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Коэффициент асимметрии:  

 
3

3 3/2

4 2
.

( ) ( 3)

n

X n

 
  

D
   

Коэффициент эксцесса:  
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положительный, так как n > 4.  

Дифференциальная энтропия определяется с точностью до постоянного слага-

емого, поэтому можно отбросить постоянную часть нормировочного множителя 

под знаком логарифма, поскольку этот сомножитель даст слагаемое, не зависящее 

от n. Для нашего распределения получим:  
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Снова сделаем замену переменной интегрирования ,a x y  получим:  
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Используя свойства гамма-функции Эйлера, описанные в [8], можно записать 

выражение для дифференциальной энтропии в виде:  

  ( ) ln ( 1) ( ) ( 1) ( )H X n n n n n          
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или немного по другому  

 
 ( ) ln ( 1) ( ) ( 1) ( ).H X n n n n n       

   
Здесь используются обозначения  
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так называемая, пси-функция Эйлера. В частности, для натуральных аргументов, 

пси-функция выражается следующим образом:  
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где  = 0.5772… — постоянная Эйлера. 

На рис. 6 приведен график дифференциальной энтропии в зависимости от n. 

 

 
 

Рисунок 6. Графики дифференциальной энтропии в зависимости от объема выборки n 

 

Производящая функция также может быть вычислена, хотя, как было ранее 

указано, моменты любого порядка вычисляются очень просто. Эта производящая 

функция определяется следующим образом  
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Поскольку плотность вероятности имеет степенное убывание при ,x   

любой возрастающий экспоненциальный множитель приводит к расходящимуся 

интегралу. Поэтому производящая функция определена при 0.t   Моменты слу-
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После замены a x y  интеграл приводится к виду:  
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Это интегральное представление для одной из модифицированных функций Бессе-

ля:  
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Здесь ( )nK   — функция Макдональда (модифицированная функция Бесселя 3-го 

рода). По прежнему параметр равен ( 1)a n    и 0.t   

Характеристическую функцию исследуемого распределения можно вычислить 

как мнимое продожение производящей функции ( ) ( ),X Xt it   то, тогда:  
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Таким образом, для исследуемого распределения получены все основные, 

наиболее часто используемые характеристики. 

Кроме того, оказалось, что исследуемое распределение, подобно многим часто 

используемым распределениям, таким, например, как распределения Рэлея, Нака-

муры и Вейбулла, тесно связано с гамма-распределением. 

Вероятность попадания случайной величины X в интервал 1 2x X x    задается 

интегралом:  
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Заменив переменную y a x  и пределы интегрирования 1,2 1,2,y a x  получим:  
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Здесь ( )y  — плотность вероятности гамма распределения 
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Такая связь распределений говорит о родственном, но не тождественном от-

ношении двух случайных величин. Таким образом, если случайная величина X 

имеет исследуемое нами распределение, то случайная величина Y a X  имеет 

гамма распределение. 
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5. Заключение 

Для решения задачи об определении показателя степенного закона по заданной вы-

борке часто используется оценка максимального правдоподобия, которая в свою 

очередь приводит к случайной величине. Закон распределения этой величины ко-

торой был установлен в предыдущей публикации авторов [7].  

В статье устанавливаются числовые характеристики этого распределения: мо-

да, медиана, центральные моменты, а также дифференциальная энтропия и харак-

теристическая функция. Получена аналитическа оценка моментов случайной вели-

чины как функций Макдональда, т. е. модифицированной функция Бесселя 3-го ро-

да; а также характеристическая функция исследуемого распределения как мнимое 

продожение производящей функции моментов. 

Полученные результаты могут быть использованы в различных прикладных 

областях. 
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Abstract. In this paper, we study the statistical properties of a random variable that is unbiased maximum 

likelihood estimation of the Pareto distribution indicator. Power distribution laws, such as the Pareto distribu-

tion, recently, researchers in various fields of science have been attracting close attention and technology, 

from Economics and linguistics to Internet traffic analysis. Therefore, the problem of determining the power 

law indicator for a given sample is exceptional practical importance. The most commonly used maximum 

likelihood estimation for such problems is results in a random value, the distribution law of which was estab-

lished in the previous publication of the authors. This article sets the numerical characteristics of this distribu-

tion: mode, median, Central moments, as well as differential entropy and characteristic function.  

Keywords: index of the Pareto distribution, distribution function, moments, numerical characteristics of the 

distribution.  
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